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Pomiar jest zawsze operacja niedoktadng. Wartos¢ otrzymana jako wynik pomiaru rézni si¢ zwykle
od warto$ci prawdziwej. Nawet jesli zdarzy sig, ze wynik pomiaru jest rowny wartosci prawdziwej,
fakt ten pozostanie zawsze nieznany gdyz jedyng dostepng nam droga poznania rzeczywistosci jest
niedoskonaty pomiar. Z tego tez wzglgdu warto$¢ uzyskang w procesie metrologicznym nazywamy
estymata warto$ci prawdziwej (innymi stowy: oszacowaniem, przyblizeniem). Blad pomiaru
definiuje si¢ z kolei jako réznice migdzy wynikiem pomiaru, a wartoscia prawdziwa. Poniewaz,
jak wspomniano wyzej, warto$¢ prawdziwa pozostaje zawsze nieznana, btad tez nigdy nie bedzie
znany. Mozemy wiec mowic tylko o oszacowaniu btgdu pomiarowego. Btad jest zdarzeniem
dyskretnym, niepowtarzalnym. W przypadku procesu pomiarowego mozemy méowic¢ 0 niepewnosci
uzyskiwanych wynikéw, a nie o ich btedach, gdyz btedy pozostang zawsze nieznane.

Wynik pomiaru mozna wigc interpretowac jako przedziat w przestrzeni liczb rzeczywistych, czyli
na osi liczbowej, wewnatrz ktorego znajduje si¢ warto$¢ prawdziwa. Jesli zatozymy, ze przedziat
ten jest przedziatem symetrycznym wzgledem zmierzonej wartosci y, wynik pomiaru zapisujemy w
postaci:
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gdzie Amax (lub tez Umax) jest nazywane niepewnoscia graniczng.

Blad pojedynczych pomiaréw jest zmienng losowa. Do jego analizy uzywamy narze¢dzi statystki
matematycznej. Tradycyjnie przyjmuje si¢, ze btad ma dwie sktadowe:

blad systematyczny — btad powtarzalny. Nie moze by¢ catkowicie wyeliminowany, ale czgsto
moze by¢ zredukowany. W przypadku pomiaréw wykonanych w doktadnie takich samych
warunkach, za pomoca tej samej aparatury i przez tego samego eksperymentatora mozemy
oczekiwac, iz blad systematyczny bedzie staty. Moze to by¢ btad instrumentalny lub tez btad
metody, wynikajacy z zastosowanego sposobu uzyskiwania wyniku.

blad przypadkowy — btad o charakterze losowym. Przypuszczalnie wynika z nieprzewidywalnych
(stochastycznych) czasowych i przestrzennych zmian wielkosci wplywajacych. Chociaz btad
przypadkowy nie moze by¢ skompensowany, to moze zazwyczaj by¢ zmniejszony przez
zwigkszenie liczby obserwacji, a jego warto$¢ oczekiwana wynosi zero.

Oprdocz dwoch wymienionych wyzej btedow moze zdarzy¢ si¢ jeszcze blad gruby. Jest to blad o
warto$ci znacznie przewyzszajacej wartos¢ oczekiwang w danej serii pomiarowej, wynikajacy
najczgsciej w niezamierzony sposob z przyczyn zaleznych od eksperymentatora (niewtasciwe
odczytanie warto$ci, pomytka w zapisie wyniku, niewtasciwe uzycie przyrzadu pomiarowego) lub
tez od aparatury (uszkodzenie przyrzadu, chwilowy zanik napigcia w sieci, zaktdcenie zasilania
itp.). Do eliminacji bledéw grubych wykorzystujemy zatozenie, ze wyniki pomiaru zachowuja si¢

zgodnie z rozkladem normalnym (Gaussa). Z tabeli 1 wynika, iz w przedziale X +3s zawarte

jest 99,73% wszystkich wynikow. Wszystkie wyniki lezace poza tym przedzialem mozemy uznaé
za wyniki obarczone btgdem grubym.
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Aby mozliwe bylo jak najdoktadniejsze oszacowanie mierzonej warto$ci oraz ocenienie wielkosci
wystepujacych btedéw dokonuje sie serii jak najwiekszej liczby pomiardéw tej samej wielkosci w
niezmiennych warunkach. Mozna wtedy skorzysta¢ z modelu statystycznego uzyskanej serii
pomiarowej. Podczas analizy wynikow serii n pomiarow (Y1, Y, ...yn) uzywamy nastepujacych pojec
statystycznych:

warto$¢ Srednia z n-elementowej serii:

i=1

odchylenie standardowe pojedynczego pomiaru (préby):

|Ji

'ZH ~7)

§= l|7f ! .
| n—1

odchylenie standardowe sredniej (serii, populacji):

| Z (y—Y)

o= g o i=1
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W przypadku pomiaréw, dla ktérych rozktad bledoéw jest zgodny z rozktadem Gaussa
(tzw. rozktadem normalnym w1qkszosc spotykanych w praktyce przypadkéw), jako estymate
warto$ci prawdziwej przyjmuje si¢ wartos¢ srednig z serii pomiaréw danej wielkosci.
W literaturze mozemy spotka¢ dwa sposoby wyznaczenia wyniku pomiaru. Pierwszy ze sposobow,
zwany rachunkiem bledéw, jest klasyczng metoda spotykang w wigkszoSci Starszych
podrgcznikéw. Drugi ze sposobow, zwany rachunkiem niepewnosci powstal w wyniku prac
organizacji standaryzacyjnych na szczeblu miedzynarodowym i jest sposobem ujetym we
wszystkich normach. Jest on zalecany do przekazywania wynikéw pomiedzy laboratoriami na
szczeblu krajowym 1 miedzynarodowym oraz zalecany w handlu 1 rozliczeniach. Zasady rachunku
niepewnosci opisane zostalty w pozycji Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement,
opracowanym przez potaczong grupg roboczg organizacji standaryzacyjnych (wersja HTML
w jezyku angielskim: http://www.iso.org/sites/JCGM/GUM-JCGM100.htm). W jezyku polskim
pozycja ta zostala wydana w 1996 roku przez Gloéwny Urzad Miar pod tytutem Wyrazanie
niepewnosci pomiaru. Przewodnik.
Pomimo ze Polskie Normy zalecaja stosowanie rachunku niepewnosci, wciaz bardzo czgsto w
laboratoriach powszechnie stosuje si¢ rachunek btedow. Z tego tez wzgledu metoda ta jest
omoéwiona W instrukcji do ¢wiczenia, mimo iz nie jest wspotczesnie uwazana za metode doktadna.
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Pierwszym krokiem do wykonania pomiaru jest okreslenie menzurandu — wielkos$ci, ktéra ma by¢
zmierzona. Menzurand nie moze by¢ okreslony przez wartos¢, ale jedynie przez opis wielkos$ci.
Jednakze, zasadniczo, menzurandu nie mozna opisa¢ W sposob kompletny za pomocg ograniczonej
ilosci informacji. Zatem, w stopniu pozostawiajgcym miejsce na interpretacj¢, niepetna definicja
menzurandu wprowadza do niepewno$ci wyniku pomiaru sktadowa, ktora moze by¢ lub tez nie by¢,
znaczacg dla wymaganej doktadnosci pomiaru.

1.1 Klasyczna teoria btedéw

W klasycznej teorii bledow przyjmuje sig, iz warto$¢ bledu systematycznego jest wartoscig
stata. Uzywa si¢ tu rowniez czesto stowa blad w znaczeniu ,,niepewno$¢” (dotyczy to szczeg6lnie
starszej literatury). Blad graniczny pomiaru wynosi:

=A;_ +A

“max — Smax R max

gdzie Asmaxto graniczny blad systematyczny podawany najczesciej w dokumentacji przyrzadu
pomiarowego, a A r max t0 graniczny btad przypadkowy (lub blad rozszerzony) rowny:

N ™ k, - s.
Gdzie s to odchylenie standardowe serii. Wspotczynnik kp nazywamy wspotczynnikiem
rozszerzenia i jest on zwigzany z rachunkiem prawdopodobienstwa. Przyjmuje zazwyczaj warto$ci
z zakresu od 2 do 3. Zmienia si¢ on w zaleznosci od tego, z jakim prawdopodobienstwem (p)
chcemy wiedzie¢, ze wartos¢ prawdziwa znajduje si¢ wewnatrz wyznaczonego przedzialu (tzw.
poziom ufnos$ci przedziatu). W przypadku gdy liczba wykonanych pomiaréw jest wigksza od 30,
uznajemy, ze blad przypadkowy jest zgodny z rozktadem normalnym (zwanym takze rozktadem
Gaussa) i na tej podstawie okreslamy warto$¢ wspotczynnika rozszerzenia kp (tab. 1).

Tabela 1. Wartos¢ wspotezynnika rozszerzenia kp dla rozktadu normalnego i przedziatu o
poziomie ufnosci p.

Poziom ufnosci p Wspolczynnik rozszerzenia k,
(7o)
68.27 1
90 1.645
95 1.960
95.45 2
99 2.576
99.73 3

W przypadku gdy liczba wykonywanych pomiarow jest mniejsza lub réwna 30, przyjmujemy, ze
btad przypadkowy jest zgodny z rozktadem t-Studenta. Warto$¢ wspotczynnika k jest uzalezniona
od liczby stopni swobody rozktadu (v). Jesli mamy do czynienia z serig n pomiaréw pojedynczej
wielkosci w niezmiennych warunkach, liczba stopni swobody rozktadu jest rowna n—1 (tab. 2).
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Przyklad

Dhugos¢ boku kwadratu zmierzono za pomoca suwmiarki o bledzie granicznym podanym
przez producenta jako 0,02 mm. Wykonano 20 pomiarow 1 uzyskano wartos¢ srednig
7 =3,78 mm i odchylenie standardowe serii s= 0,03 mm. Wyznaczy¢ blad graniczny
pomiaru na poziomie ufnosci 99%.

Blad graniczny tego pomiaru wynosi:

A=Ay + Ay =0,02+4-0,03 .

Poniewaz liczba pomiaréw jest mniejsza niz 30, korzystamy z rozkladu t-Studenta
dla liczby stopni swobody rownej n—1=19 1 odczytuyjemy =z tablicy wartosé
wspolczynnika & na poziomie ufnosci 99%. Wynosi ona 2,86.

Otrzymujemy:

A=A

max =D o Agmae=0,02+2,86-0,03=0,1058~0,11 .
Wynik pomiaru dhugosci boku kwadratu na poziomie ufnosci 99% wynosi wiec:

[=(3,78+0,11) mm

Tabela 2. Warto$¢ wspotczynnika rozszerzenia kp dla rozktadu t-Studenta o v stopniach
swobody.

Liczba Poziom ufnosci p (%)
stopni

swobody 68,27 20 95 95.45 99 99,73
P
1 1,84 6,31 12,71 13,97 63,66 235,80
2 1,32 2,92 4,30 4,53 9,92 19,21
3 1,20 2,35 3,18 3,31 5,84 9,22
4 1,14 2,13 2,78 2,87 4,60 6,62
5 1,11 2,02 2,57 2,65 4,03 5,51
6 1,09 1,94 2,45 2,52 3,71 4,90
7 1,08 1,89 2,36 2,43 3,50 4,53
8 1,07 1.86 2,31 2,37 3,36 4,28
9 1,06 1.83 2,26 2,32 3,25 4,09
10 1,05 1,81 2,23 2,28 3,17 3.96
11 1,05 1,80 2,20 2,25 3,11 3.85
12 1,04 1,78 2,18 2,23 3,05 3,76
13 1,04 1,77 2,16 2,21 3,01 3.69
14 1,04 1,76 2,14 2,20 2,98 3,64
15 1,03 1,75 2,13 2,18 2,95 3,59
16 1,03 1,75 2,12 2,17 2,92 3,54
17 1,03 1,74 2,11 2,16 2,90 3,51
18 1,03 1,73 2,10 2,15 2,88 348
19 1,03 1,73 2,09 2,14 2,86 345
20 1,03 1,72 2,09 2,13 2,85 342
25 1,02 1,71 2,06 2,11 2,79 3,33
29 1,02 1,70 2,04 2,09 2,75 3,27
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1.2 Teoria niepewnosci

Teoria niepewno$ci opiera si¢ na zalozeniu, iz btad systematyczny wcale nie jest wartoScig
statag. Zmienia si¢ on tak samo jak btad przypadkowy i jest zmienng losowa 0 ustalonym
rozkladzie. Przewaznie przyjmuje si¢, iz btad systematyczny zmienia si¢ zgodnie z rozktadem
prostokatnym, tzn. kazda warto$¢ bledow wewnatrz okreslonego przedziatu jest jednakowo
prawdopodobna (tzw. randomizacja). Dodatkowo przyjmuje si¢, ze warto$¢ oczekiwana tego
btedu jest zerowa (tzw. centryzacja). Podsumowujgc, btad systematyczny moze byé zardéwno
dodatni, jak i uyjemny z rownym prawdopodobienstwem w catym przedziale niepewnosci tego
btedu.

Podczas szacowania niepewnos$ci wedtug teorii niepewnosci uzywa si¢ dwoch metod:

metoda typu A polega na tylko statystycznej ocenie serii obserwacji i dotyczy przewaznie
btedow przypadkowych (cho¢ czasem takze systematycznych)

metoda typu B polega na wyznaczaniu niepewnosci przy wykorzystaniu innych danych
niz dane statystyczne (np. karta katalogowa przyrzadu, doswiadczenie w podobnych
pomiarach, znajomos$¢ zjawisk fizycznych ktére maja wpltyw na mierzona wielkos¢ itp.).
Metoda typu B odnosi si¢ do btgdow systematycznych.

Niepewnoscia standardowg (U) nazywamy tutaj estymacj¢ niepewnosci pomiaru za pomoca
odchylenia standardowego serii.

Niepewnos$¢ rozszerzona definiuje przedzial wokot wyniku pomiaru, od ktérego oczekuje sie, ze
obejmie on duzg cz¢s¢ rozktadu warto$ci. Definiowana jest podobnie jak w teorii btedow:

Umax:kp‘UC.

Dla liczby pomiarow w danej serii wigkszej niz 30 korzystamy z rozktadu normalnego
(Gaussa), dla liczby pomiarow mniejszej lub rownej 30 korzystamy z rozktadu t-Studenta lecz
niestety poniewaz mamy do czynienia z dwiema zmiennym losowymi (zar6wno btad przypadkowy
jak i systematyczny), nie mozemy przyjac, ze liczba stopni swobody rozktadu jest réwna liczbie
pomiaréw (n) pomniejszonej o jeden. Do wyznaczenia liczby stopni swobody rozktadu
niepewnosci rozszerzonej korzystamy z zaleznosci:

4 4 4
Ue Uy Uy

v v, n—1

)

gdzie uai us s3 odpowiednio niepewnosciami standardowymi obliczanymi metodami typu A
I metodami typu B. Natomiast vs definiujemy jako stopien swobody niepewnosci typu B:

1
255

Vg

gdzie Js jest wzglednym btgdem 0szacowania niepewnosci typu B (wyrazonym w %).
W rachunku niepewnosci mamy do czynienia z sumowaniem si¢ kwadratow niepewnosci:

Ue=10~+ Uy

A wigc ostatecznie mozemy zapisac, iz niepewnos¢ rozszerzona jest rowna:

[.2 2
=k, \uy+ug

“max
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Przyklad

Dlugos¢ boku kwadratu zmierzono za pomocg suwmiarki o bledzie granicznym podanym
przez producenta jako 0,02 mm. Wykonano 20 pomiaréw i uzyskano wartos¢ srednig / =
3.78 mm oraz odchylenie standardowe serii s = 0,03 mm. Wyznaczy¢ blad graniczny
pomiaru na poziomie ufnosci 99%.

Do oszacowania niepewnosci wynikajacej z bledéw przypadkowych w serii
wykorzystamy metode typu A. Niepewnos¢ ta (ua) jest rowna odchyleniu standardowemu
Z serii pomiarow.

Do oszacowania niepewnosci wynikajacej z bledow narzedzia pomiarowego
wykorzystamy metode typu B. Deklarowany blad przyrzadu (Ama) wynosi 0,02 mm.
Poniewaz producent nie podaje zadnych innych danych przyjmujemy, ze jest to niepewnosé
rozszerzona, a bledy narzedzia pomiarowego maja rozklad prostokatny:

AL 10,0004
"B:\‘kmd: =\,‘ = =0,01154 mm .

>

Dla rozkladu prostokatnego k roza= 3, dla rozkladu normalnego (Gaussa) vz
byloby réwne 9. Kwadrat niepewnosci standardowej wynosi:

ue=1s+up=00,03)°+(0,01154)°~0,001 mm .
Niepewnos¢ standardowa pomiaru wynosi wiec:
uc ~ 0,031 mm .

Chcac wyznaczy¢é niepewnos$¢ rozszerzona tego pomiaru, musimy wyznaczyc
wspolczynnik k». Poniewaz mamy do czynienia z liczba pomiaréw mniejsza niz 30,
korzystamy z rozkladu t-Studenta. Liczba stopni swobody dla niepewnosci liczonej metoda
typu A jest rowna n— 1 = 19, liczba stopni swobody dla niepewnosci liczonej metoda typu
B jest rowna: 1 1

V,=—= -
285 2:(0.1)

b}

W powyzszych obliczeniach przyjelismy, Ze blad oszacowania niepewnosci przyrzadu
pomiarowego przez producenta wynosi 10% (0,1).

Calkowita liczba stopni swobody jest rowna:
Rl 4 4
Ue Ug U,

VooV, n—1

.

(0,031)' (001154 >‘+ (0,03)°
v 50 19
skad po prostych przeksztalceniach arytmetycznych otrzymujemy v = 22. Dla poziomu
ufnosci 99% i liczbie stopni swobody rownej 22 z tabeli odczytujemy k» = 2,84.
Ostatecznie niepewnos¢ rozszerzona pomiaru to:

Umax= kp- uc=2,84 - 0,031 ~ 0,088 mm .
Wynik pomiaru mozemy zapisa¢ jako:

[=(3.78 =0,09) mm .
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2. Przyktadowe zadania

Zadanie 1.

Wykonujac seri¢ dziewigciu pomiaréw uzyskano zblizone warto$ci przyspieszenia ziemskiego, ale
jeden wynik 6,8 m/s? znacznie odbiega od pozostatych. Odchylenie standardowe pojedynczego
pomiaru wynosi = 0,3 m/s?. Warto$¢ tablicowa (§rednia!) to g = 9,81 m/s%. Sprawdz, czy mozna
odrzuci¢ ten pojedynczy pomiar zgodnie z kryterium trzech sigma.

Zadanie 2.

Wyznacz blad graniczny pomiaru srednicy preta (d) na poziomie ufnosci a) 90% b) 95% c) 99%.
Zapisz rowniez przedzialy, w ktorych zawierajg si¢ poszczegolne wyniki.

Po pigciokrotnym pomiarze preta suwmiarkg 0 deklarowanym btedzie przyrzadu 0,01 cm uzyskano
nastepujace wyniki: 1,71;1,73; 1,72; 1,72; 1,74 [cm].

Zadanie 3.
Zmierzono n razy pewng grubos$¢ uzyskujac Srednig pomiarow wynoszacg 4,3342 mm oraz
odchylenie standardowe proby 0,00962 mm. Uzupetnij tabelke dla poziomu ufnosci 90 %:

wspotczynnik kp
bitad rozszerzony AR max

t-student
n=5
t-student
n=10
t-student
n=15
t-student
n=20
t-student
n=26
rozklad
gaussa

Zadanie 4.

Przy uzyciu suwmiarki o doktadnosci 0,1 mm zmierzono bok preta 0 przekroju kwadratowym
1 otrzymano nastepujace wyniki w milimetrach: 12,5; 12,3; 12,6; 12,5; 12,3; 12,5; 12,7; 12,3; 12,7,
12,4; 12,3. Oblicz dlugos¢ boku preta. Zapisz wynik pomiaru. Wyznacz blad graniczny pomiaru na
poziomie ufnosci 99%.



