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1 Liczby zespolone

Liczby zespolone sg uogolnieniem liczb rzeczywistych. Liczba zespolona jest suma liczby
rzeczywistej i liczby rzeczywistej przemnozonej przez jednostke urojona j (a + jb). Jednostka
urojona j spetnia réwnoéé j? = —1. Zatem liczbe zespolong mozna podzieli¢ na dwie czeéci: czeéé
rzeczywistg a i cze$¢ urojong b. Liczba zespolona, ktorej czes¢ urojona jest rowna zero, jest po
prostu liczba rzeczywista. Zbior liczb zespolonych oznacza sie zwykle duza litera C, podobnie
jak zbior liczb rzeczywistych oznacza sie duzg literg R. Liczby zespolone mozna przedstawic
graficznie na plaszezyznie zespolonej jako punkty. O$ odcietych (pozioma) informuje o warto-
Sciach czesci rzeczywistej liczb zespolonych, natomiast 0§ rzednych (pionowa) — o wartosciach
czesci urojonej (rysunek la).
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Rysunek 1: Reprezentacje liczby zespolonej na ptaszczyznie zespolone;j.

Zatem os$ odcietych mozna traktowac¢ jako os liczb rzeczywistych, ktére stanowia podzbior
liczb zespolonych. Dla liczb zespolonych zdefiniowane sa operacje algebraiczne, takie jak:

e dodawanie: (a + jb) + (¢ + jd) = (a + ¢) + j(b+ d),

e odejmowanie: (a + jb) — (¢ + jd) = (a — ¢) + j(b — d),

e mnozenie (a + jb)(c + jd) = (ac — bd) + j(bc + ad),
a-ijb _ (a+j§)(62—jd) _ a§+b§ _l_jbg—ag'
c+jd c?4d c?4d c?+d

Ptaszczyzne liczb zespolonych mozna przedstawié¢ rowniez w uktadzie biegunowym (rysu-
nek 1b). W uktadzie tym potozenie punktu definiuje sie za pomoca dlugosci wektora i kata jaki
tworzy on z dodatnia pétosia odcietych (pozioma).

Potozenie punktu w uktadzie biegunowym mozna tatwo wyznaczy¢, przechodzac z algebra-
icznej postaci liczby zespolonej do postaci trygonometrycznej a + jb = r(cos ¢ + jsing) lub
wykladniczej a+ jb = re’?. Aby takiego przejscia dokonaé, nalezy obliczy¢ r i ¢ , korzystajac z
zaleznodci r = va? + b? | ¢ = arctan é) . Aby przejé¢ z postaci wykladniczej na algebraiczng
wykorzystuje sie posta¢ trygonometryczna oraz oblicza wartosci a = rcosp i b = rcosy , co
daje nam wartosci odpowiednio czesci urojonej i rzeczywiste;j.

Reprezentacja liczb zespolonych w uktadzie biegunowym wiaze sie z pewnymi niedogodno-
Sciami. Pierwsza z nich wynika z okresowosci funkcji trygonometrycznych sin(yp) = sin(27n+ @)
i cos(p) = cos(2mn + ¢) dla n € Z. Dlatego re’? = re?™ % dla n € Z (zbiér liczb calkowitych).

Druga niedogodnoscia jest koniecznos¢ rozpatrzenia przypadku, w ktorym czesé rzeczywista
liczby zespolonej jest réwna 0. Nalezy tez pamietaé, ze funkcja arcus tangens (arctan) przyjmuje

e dzielenie:

wartosci z przedziatu <—g, g) , podczas gdy kat ¢ powinien przyjmowaé wartosci od (—m, 7).
Aby zatem obliczy¢ poprawny kat fazowy ¢ nalezy odpowiednio skorygowaé wynik funkcji
arctan dla przypadkow, kiedy czesé rzeczywista liczby zespolonej jest ujemna. Wowczas — w
zaleznosci od tego, czy cze$¢ urojona jest dodatnia czy ujemna — nalezy do wyniku funkcji
arctan dodaé¢ lub od tego wyniku odja¢ liczbe .



2 Dyskretna Transformacja Fouriera (ang. Discrete Fo-
urier Transform —DFT)

2.1 Funkcje bazowe DFT

W dziedzinie przetwarzania sygnatéw operacja rozktadu na zbior funkeji bazowych (skla-
dowych) polega na obliczeniu wspétezynnikéow skalujacych amplitude tych funkeji. Obliczony
zbior wspotezynnikéw nazywa sie widmem sygnatu. Zbiér funkeji bazowych zwykle powstaje
przez parametryzacje pewnej funkcji. W przypadku DFT jest to funkcja zespolona w postaci:

e 7w :cos< T n) —jsin( T n) (1)

N N

w ktorej N jest liczba probek rozktadanego dyskretnego sygnatu, n numerem proébki sygnatu
rozktadanego, a k parametrem, bedacym liczbg catkowita, generujacym zbior funkcji dla ope-
racji rozktadu. Przyktadowe wykresy ilustrujace przebiegi rzeczywistej i urojonej czesci funkceji
bazowych DFT przedstawiono na rysunku 2.
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Rysunek 2: Wartosci wybranych funkcji bazowe DFT (punkty) dla N = 20. Linia przedstawiono
przebieg wyrazony funkcja (1).

Jesli k£ = 0 skladowa rzeczywista i urojona wartosci funkcji bazowej jest taka sama dla
kazdego n (rysunek 2a). Dla k = 1 skltadowe rzeczywista punktéw funkeji bazowej odpowiadaja
punktom funkcji cos, ktérej 1 okres rozcigga sie na N probek. Wartosci urojone - analogicznie,
ale funkcji —sin (rysunek 2b). Dla k = 2 funkcje cos i —sin maja 2 okresy na przestrzeni N
probek (rysunek 2c¢), itd.



Ciekawe rzeczy dzieja sie gdy dalej zwiekszy¢ k. Jesli k = N — 1, czyli 19 z przyktadu z
rysunku 2e, to wartosci sktadowej rzeczywistej funkcji bazowej sa identyczne, jak dla k =1 a
sktadowej urojonej maja przeciwny znak, jak te dla k = 1. Gdy z kolei k = N + 1 to uzyskuje
sie juz zupeknie identycznie wygladajaca funkcje bazowa, jak dla k = 1 (rysunek 2f).

Dla skonczonego ciggu N probek ma sens zatem tworzenie zbioru maksymalnie N réznych
funkcji bazowych. Obliczanie kolejnych mija sie z celem, gdyz funkcje tak utworzone beda
powtérzeniem istniejagcych. Ogodlnie, identyczne beda funkcje bazowe dla k = ki oraz k =
ki +m - N, gdzie k; to dowolna warto$¢ catkowita z przedziatu [0, N — 1], a m to dowolna
warto$¢ catkowita.

Funkcje ciagte w dziedzinie czasu, bedace rekonstrukcjami funkcji bazowych DFT, opisanych
wyzej, miatyby réwnanie:

e%’}’“t = Cos 27kt 4+ 7sin 2mht (2)
- NT, ) T UNT,
, W ktérym wyrazenie
k kfs

ma sens czestotliwosci fi, wyrazonej w hercach, odpowiadajacej k-tej funkcji bazowe;j.

2.2 DFT

Najwazniejsza zaleta dyskretnej transformaty Fouriera (DFT) jest to, ze mozna ja obli-
czy¢ numerycznie. Fakt ten stal si¢ szczegdlnie istotny w momencie pojawienia si¢ uktadow
mikroprocesorowych.

Jesli dany jest sygnal x[n] sktadajacy si¢ z N probek! | to najprostszy ze sposobéw na
obliczenie jego widma dyskretnego X k] to realizacja ponizszego réwnania:

]. N— 7] - 2mkn
=N Z v (4)

Czym jest to réwnanie? Zapiszmy je inaczej. Niech x[n] pozostanie jak jest, natomiast przed
obliczeniem k-tej sktadowej widma X [k] przygotujmy sobie wektor f[n] o dlugosci N, ktorego
kolejne probki f[n] = e™ %" Jest to wektor liczb zespolonych, zawierajacy wartosci kolejnych
punktéw funkcji bazowych?. Teraz (4) mozna zapisac:

1 N2 1
NZ:: N(x'f) (5)

Oprocz czynnika normalizujacego amplitude widma % wyliczenie k-tej sktadowej widma
polega po prostu na policzeniu iloczynu skalarnego wektora probek transformowanego sygnatu
x z wektorem wartosci funkcji bazowych f. W pakiecie Octave do obliczenia takiego iloczynu
skalarnego shuzy funkcja dot(x, f).

Do obliczenia catego widma X [k] czynnos$é te trzeba wykonaé dla wszystkich potrzebnych
wartosci k. Jakie to moga by¢ wartoSci omowiono dalej. Pamietaj jednak, ze dla kazdego k
trzeba by na nowo obliczy¢ wektor f[n].

Sktadowe widma X[k| sa liczbami zespolonymi, dla ktérych mozna wyznaczy¢é modutl i
argument. Zbiér zespolonych sktadowych X [k] nazywamy widmem zespolonym. Mozna je rozbi¢

IPrébki te moga by¢é liczbami rzeczywistymi lub urojonymi. Na zajeciach bedziesz mieé¢ do czynienia tylko z
sygnalami rzeczywistymi.
2Wartosci elementéw tego wektora przedstawiono czerwonymi kropkami na rysunku 2.



na widmo rzeczywiste i urojone lub obliczy¢ moduty i argumenty liczb, ktore tworza widma
amplitudowe i fazowe.

Jak wykazano w rozdziale 2.1 ma sens obliczanie maksymalnie N réznych funkcji bazowych,
bo potem zaczng si¢ one powtarza¢. Tak samo skladowe widma oblicza si¢ dla N réznych
k, po potem zaczng si¢ one powtarza¢. Czesto wybiera sie zakres wartosci catkowitych £ €
[0, N — 1]. Tak na przyktad dziataja wbudowane w Octave funkcje obliczajace DFT sygnaltu,
jak na przyktad funkcja £ft(x). Widmo w ten sposéb powstate pokazano w kolorowej czesci
wykresu 3.
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Rysunek 3: Przyktadowe dyskretne widmo amplitudowe impulsu prostokatnego o czasie trwania
4 prébki i amplitudzie 5 dla N = 20. Kolorem przedstawiono wartosci widma dla k € [0, N —
1]. Kolorem szarym zaznaczono wartosci wspotczynnikéw widma, ktore sa powtérzeniem tych
obliczonych dla k € [0, N — 1]. Opis przy punkcie oznacza numer wspotczynnika powtarzanego.

Takie podejscie ma jednak swoje wady. Na przyktad, jezeli obliczy¢ korzystajac z (3) cze-
stotliwos¢ ostatniej funkcji bazowej dla k = N — 1 otrzyma sie zaktadajac N = 20 wartos¢
fr = 0,95 f,. A przeciez probkujac z czestotliwoscig f, nie powinno sie widzie¢ w sygnale
czestotliwosci wiekszych niz 0,5 - £, co wynika z twierdzenia Nyquista-Shannona!?

Mozna postapi¢ inaczej. Skoro sktadowe widma powtarzaja sie co N to zamiast obliczaé
wspotezynnik dla k = N — 1 obliczmy go dla k& mniejszego o N, czyli k=N —1—- N = —1.
Funkcja bazowa bedzie taka sama dla obu przypadkéw. Podobnie postapi¢ mozna dla potowy
wszystkich k. W ten sposéb zmienimy przedziat wartosci k do liczb catkowitych z nastepujacego

przedziatu*:
N, N

ke ll-5hly -1 (6)

Przyktadowo, jesli N = 20 to zamiast k£ od 0 do 19 uzyjemy k z przedziatu od -10 do 9.
Czestotliwo$é f sktadowej dla £ = —10 to —0.5- f,, dla £ = 0 bedzie to 0 a dla £ = 9 bedzie to
0,45 f,. Wartos¢ bezwzgledna czestotliwosci sktadowych widma nie przekroczy nigdzie potowy
fs- Dodatkowo, czestotliwo$é réwna 0 Hz otrzymamy (niemal) posrodku widma, co zbliza je pod
tym wzgledem do tego, otrzymywanego na podstawie cigglej transformacji Fouriera. Widmo
takie rozcigga si¢ na obie strony sktadowej k = 0 i nazywamy je dwustronnym. Jego przyktad
pokazano na kolorowej czesci wykresu z rysunku 4.

Ze wzgledu na uzytecznos$¢ dwustronnego widma dyskretnego pakiet Octave posiada whudo-
wang funkcje fftshift (x) przesuwajaca probki w wektorze ze sktadowymi widma, uzyskanym
wczesniej za pomoca fft (x). Majac zatem w skrypcie w Octave wektor x z prébkami sygnatu
i skalar N z liczbg probek, to zormalizowane widmo dwustronne obliczamy:

y = fftshift(fft (x)) / N;

3Nie jest to blad, Octave dziala dobrze, szczegély dlaczego tak jest wyjasniane sg na wyktadzie kursu.
4(symbol | | oznacza zaokraglenie wartosci w dét - N moze byé bowiem réwniez nieparzyste przez co
podzielone na dwa da ulamek a tymczasem k musi by¢ calkowite).
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Rysunek 4: Przyktadowe dwustronne dyskretne widmo amplitudowe prezentujace te same infor-
macje, co na rysunku 3. Kolorem zaznaczono zakres k od L—%J do L% —1]. Numery oznaczaja
indeksy sktadowych widma z rysunku 3 uzytych do utworzenia widma dwustronnego.

Znajac zespolone wspotezynniki X [k] DFT, mozemy z powrotem zsyntezowaé (wyznaczyé,
obliczy¢) sygnal xz[n] korzystajac z rownania syntezy:

N-1
- 2mkn

z[n] = > X[kle™ v (7)

k=0

2.3 Jednostronne DFT sygnalu rzeczywistego

W przypadku sygnatow rzeczywistych mozemy obliczy¢ ich DFT korzystajac z ogélnej defi-
nicji ale istnieje tez sposodb bardziej efektywny. Przyjmijmy dla uproszczenia, ze liczba prébek
N jest parzysta. Spojrzmy na funkcje bazowe z rysunku 2b i 2e. Sg to funkcje bazowe dla
E=11ik =19 przy N = 20. Zwrd¢ uwage, ze czesé rzeczywista funkcji bazowej jest taka
sama w obu przypadkach a czesé¢ urojona ma przeciwny znak, sg zatem liczbami zepolonymi
sprzezonymi. Jesli wartosci probek sygnatu sa liczbami rzeczywistymi oznacza to, ze sktadowe
widma obliczone dla k = 11 k = 19 tez maja takie same wartosci rzeczywiste i przeciwne znaki
czesci urojonej, czyli sa liczbami zespolonymi sprzezonymi. Ogdlnie taka zaleznosé wystepuje
dla par sktadowych widma ki N —kod k=1do k = % — 1. W takim razie te sktadowe, ktore
majg pare, majg takie same wartosci modutéow, czyli te sama wartos¢ maja sktadowe widma
amplitudowego, co wida¢ np. na rysunku 3.

Dla k =01k = % juz takiej zaleznosci nie ma - nie ma ,pary” zaleznych od siebie
sktadowych.

Dzieki temu pelnie informacji o widmie sygnatu rzeczywistego mozna podaé obliczajac
mniejsza liczbe sktadowych i ograniczy¢ sie wylacznie do przedziatu od £ = 0 do k£ = %,
czyli prowadzi sie je zatem dla niemal dwukrotnie mniejszej liczby iteracji, niz liczba prébek N.
Widmo takie nie zawiera informacji o sktadowych o ujemnych wartosciach k czy fx, nazywane
jest zatem widmem jednostronnym. Jesli kto$§ bedzie potrzebowal odtworzy¢ na tej podsta-
wie widmo dwustronne, to sktadowe dla ujemnych k£ bedzie mégt odtworzy¢ wiedzac, ze sa to
wartosci sprzezone do istniejacych w widmie jednostronnym.

Sktadowe jednostronnego widma X [k] majace ,pare”, czyli o indeksach k € [1, % — 1} ob-
licza si¢ podwajajac wartosé (4). Ich podwojenie powoduje, ze na przyklad sumowanie wszyst-
kich sktadowych da taki sam efekt, jak przy widmie dwustronnym. Sktadowe bez pary, czyli
dlak=0ik= % oblicza bez zmian, bezposrednio z (4). Sposéb obliczenia sktadowych widma



jednostronnego prezentuje sie zatem nastepujaco:
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Rysunek 5: Przyktadowe jednostronne dyskretne widmo amplitudowe prezentujace te same
informacje, co na rysunku 3. Kolorem zaznaczono sktadowe widma jednostronnego, na szaro
wskazano wartosci uzyskane w trakcie obliczania widma zwyktego, dla k € [0, N — 1].

Zwr6é uwage na to, ktore wartosci tego widma zostaly podwojone.

Wspbtezynniki Relk] i Imlk] obliczone w sposéb uproszezony dla sygnatéw rzeczywistych
pozwalaja syntetyzowaé z powrotem sygnal z[n] i operacje te mozna opisaé¢ nastepujacym row-

naniem:
N/2

= kz_: X[k]e?* %" (9)

Mozemy zauwazy¢, ze do zsyntetyzowania sygnatu x[n] na podstawie widma jednostron-
nego, wykorzystujemy teraz mniejsza liczbe sktadowych (N/2+1) niz w przypadku sygnalow
zespolonych.

2.4 Transformacje znormalizowane i unitarne

W poprzednich punktach podawano sposoby na obliczenie tzw. znormalizowanej transforma-
ty Fouriera. Amplitudy (moduly) poszczegdlnych wspotezynnikéw sktadajacych sie na widmo
zespolone powigzane sg z amplitudami funkcji bazowych, na ktore roztozono transformowany
sygnal. Zgodno$¢ te uzyskuje sie normalizujac wyniki sum z réwnan (4), (8) i innych, dzielac
je przez N.

Co daje to normowanie? Jesli np. sygnatem dyskretnym sa prébki sygnatu okresowego, to
catkowita warto$¢ samych tych sum bedzie tym wigksza, im wicksze N czyli im dtuzej sygnat
ten probkowaliSmy. Dzielac w obliczeniach przez N eliminujemy ten efekt uzyskujac warto$é
zalezng wytacznie od amplitudy probkowanego sygnatu.

Niekiedy jednak potrzebna bedzie nie informacja o amplitudach ale o mocy sygnatu. Wiecej
o tym bedzie mowy w kolejnych ¢wiczeniach. Aby transformacja zachowywalta informacje o
mocy sygnatu, musi by¢ ona tzw. transformacja unitarna. Dyskretne transformacje unitarne
oblicza sie niemal identycznie, jak normalizowane, co opisano réwnaniami (4) i (8), pomijana
jest jedynie operacja dzielenia przez liczbe probek N.



2.5 Wlasciwosci przeksztalenia Fouriera

Niech FT{x} oznacza transformacj¢ Fouriera sygnatu x, a FT '{X} oznacza odwrotne
przeksztalcenie Fouriera widma X.

Homogenicznosé

Wszystkie przeksztatcenia Fouriera sa homogeniczne, tzn. k-krotna zmiana amplitudy sy-
gnalu spowoduje k-krotng zmiane amplitudy transformaty:

a-X=FT{a-x} (10)
a-z=FT '{a X} (11)

Addytywnosé

Kazde przeksztatcenie Fouriera jest addytywne, tzn. transformata sumy sygnatow jest rowna
sumie transformat tych sygnatow:

FT{xy + x2} = FT{x1} + FT{zs} (12)
FTYX, + Xo} = FT HX,} + FTH{X,} (13)

Homogenicznosé i addytywnos$é $wiadczg o liniowosci przeksztatcen Fouriera, a mozna je
udowodni¢, korzystajac bezposrednio z definicji transformacji Fouriera.

Mnozenie sygnaléw a przeksztalcenie Fouriera

Transformata iloczynu sygnatéow jest splotem ich transformat:

W odpowiednich warunkach, transformata splotu sygnatéow jest iloczynem transformat tych
sygnatéow, z doktadnoscia do czynnika skalujacego:

FT{xy *xo} =2 - FT{x1} - FT{xs} (15)

2.6 Wyciek widma

To wtasciwos¢ dotyczaca tylko DFT, ktéra wyjasni¢ mozna nastepujaco. Probki sygnatu
dyskretnego reprezentuja wartosci sygnatu ciagltego w chwilach prébkowania, to oczywiste. Co
mniej oczywiste to fakt, ze wspotezynniki widma dyskretnego tez reprezentujg wybrane wartosci
widma ciaglego dla szeregu dyskretnych czestotliwosci (rysunek 6).

Innym faktem jest to, ze analizujac za pomoca DFT probki sygnatu, ktorego rzeczywisty
czas trwania jest dtuzszy, niz czas zbierania prébek, nie zawsze reprezentujemy w probkach
wszystkie niezbedne informacje o tym sygnale.

WezZmy jako przyktad sygnat o nieskonczonym czasie trwania, okresowy o modelu ciagtym
x(t) = cos(2mfot) o czestotliwodei fy = 10Hz. Zbierzmy N = 20 prébek z czestotliwoscia
probkowania f; = 100 Hz. Prébkowanie z tymi parametrami trwa zatem tyle, co dwa pelne
okresy sygnatu, co zilustrowano na rysunku 7a. Probkujac wycinamy jedynie 200 ms z calej
historii sygnatu z(t). Przycinanie to mozna zapisa¢ matematycznie jako mnozenie sygnaltu z
funkcja okna w(t), ktéra w tym przypadku ma postaé¢ impulsu prostokatnego trwajacego od 0
przez 200 ms.
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Rysunek 6: Przyktad zaleznosci sygnatu (a) i widma (b) ciaglego i dyskretnego. Linia reprezen-
tuje ciagly sygnal z(t) i jego widmo amplitudowe | X (f)|. Punkty reprezentujg probki sygnatu
z[n] i jego widmo amplitudowe | X [k]|. OS pozioma zostala wyskalowana i w jednostkach fizycz-
nych (dolna) i w ,numerach” prébek czy sktadowych (gérna).

Oznacza to, ze zebrane probki sygnaltu dyskretnego x[n] reprezentuja nie pelny sygnat z(t)

a jego iloczyn z funkcja okna x(t) - w(t). Jakie uzyskamy widmo X, (w) sygnatu okienkowanego?
Z (14) wynika, ze bedzie to:

Xp(w) = X(w) * W(w) (16)

czyli widmo sygnatu okienkowanego jest splotem widma sygnatu przed okienkowaniem z wid-
mem funkcji okna W(w) (rysunek 8b).

Przyktad dobrano tak, by mozna byto zgadnaé, jaki bedzie rezultat tego splotu. Dla czy-
telnosci wykres przedstawiono w funkeji czestotliwoéci w hercach. Widmo obustronne sygnatu
przed okienkowaniem to delty Diraca stojace przy czestotliwosciach =+ f,. Widmo funkcji okna
to funkcja sinc o czestotliwosci przekroczen zera zaleznej od szerokosci impulsu prostokatnego
bedacego funkcja okna. Splecenie tych dwoch przebiegéw da dwie kopie impulsu sinc, ktorych
srodki wystepuja przy czestotliwosciach £ fy (rysunek 7c).

Widmo dyskretne X [k] w tym przypadku ma mimo wszystko ksztalt zgodny z oczekiwa-
niami. Jedyne niezerowe wspotczynniki tego widma przypadaja na wartodci k odpowiadajace
srodkowym listkom przebiegdéw sinc. Wszystkie pozostate trafity na miejsca, w ktorych funkcja
sinc przecina 0!

Stalo sie to jednak tylko przez zbieg okolicznosci - w oknie prébkowania ujeto catkowita
liczbe okresow sygnatu okresowego x(t). Jesli nie bedzie to miato miejsca dojdzie do wycie-
ku widma. Przyktadowo, na rysunku 8 zilustrowano sytuacje zblizona do poprzedniej, ale
zwiekszono czestotliwo$¢ sygnatu okresowego do 12,5 Hz.

Postepujac analogicznie jak poprzednio uzyskuje si¢ widmo dyskretne, ktérego sktadowe nie
wskazuja jednoznacznie na to, jaka posta¢ miat sygnat probkowany. Nie ma wsrod sktadowych
widma dyskretnego takiej, ktorej czestotliwosé doktadnie pasowatby do czestotliwosci sygna-
tu okresowego. Sktadowe dyskretne przypadaja na 0, 5, 10, 15, 20, itd. hercéw a sygnal miat
czestotliwo$é 12,5 Hz, lezacg doktadnie posrodku pomiedzy dwiema z nich. Uzyskuje sie widmo
dyskretne w ktérym sktadowe 10 i 15 hercéw sa najwieksze, ale oprocz tego informacja o sygnale
rozlata sie, wyciekta, do wielu sasiednich sktadowych, stad nazwa zjawiska - wyciek widma. W
wypadku, gdy czestotliwo$é¢ sygnatu okresowego przypada doktadnie posrodku pomiedzy dwie-
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Rysunek 7: [ustracja widma sygnatu okresowego x(t) probkowanego skonczony czas: a) okien-
kowanie sygnatu ciaglego funkcja w(t) o ksztalcie impulsu prostokatnego trwajacego 2 okresy
sygnatu okienkowanego ze wskazaniem probek w ten sposéb pobranych, b) widma sygnatu okre-
sowego oraz funkcji okna, ¢) splot widm sygnatu i funkcji okna ze wskazaniem czestotliwosci,

jakie znajda sie¢ w widmie dyskretnym.
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Rysunek 8: Tlustracja widma sygnatu okresowego x(t) prébkowanego skonczony czas w sposob
powodujacy wyciek widma: a) okienkowanie sygnatu ciagtego funkcja w(t) o ksztalcie impulsu
prostokatnego trwajacego 2,5 okreséw sygnatu okienkowanego, b) widma sygnalu okresowego
oraz funkcji okna, ¢) splot widm sygnatu i funkeji okna ze wskazaniem czestotliwosci, jakie

znajda si¢ w widmie dyskretnym.



ma sktadowymi dyskretnymi uzyskuje si¢ maksymalny wyciek widma. Przypominajac sobie
wiedze z poprzedniego ¢wiczenia o zaleznosci czestotliwosci sktadowych od parametréw prob-
kowania naucz sie przewidywac, czy dla sygnalu okresowego o czestotliwosci fy wyciek wystapi
czy nie.

Podsumowujac, stosujac DFT do analizy sygnatéw nalezy zdawac sobie sprawe z mozliwosci
wystapienia wycieku widma. Nie zawsze wiele niezerowych sktadowych w takim widmie oznacza,
ze sygnat poddawany analizie widmowej byl sygnatem je zawierajacym.

Wyciek widma jest tym intensywniejszy, im ,szersze” jest widmo funkcji okna. Mozna stoso-
waé inne funkcje okienkujace, niz impuls prostokatny. Spowoduje to, ze wyciek bedzie wptywat
na mniejsza liczbe sktadowych widma. Wada tego rozwiazania jest to, ze nawet jesli analizo-
wany DFT sygnat nie powodowal wycieku, to w widmie nie zobaczymy jednej sktadowej go
reprezentujac a tez kilka.

(a) (b)
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Rysunek 9: Przyklady funkcji okienkujacych: a) w dziedzinie czasu (lub nr. prébki), b) w
dziedzinie czestotliwodci.

Stosuje sie rézne funkcje okienkujace majace minimalizowa¢ wyciek widma. Ich ksztalty
pokazano na rysunku 9. Maja one przebieg impulsu tagodniej zaczynajacego sie i koniczacego
sie, niz impuls prostokatny. Wyraza sie je wzorami podanymi w tabeli 1.

Tabela 1: Wybrane funkcje okna dla N prébek wraz z funkcja Octave generujaca tablice z
wartosciami funkcji okna.

Nazwa wyrazenie funkcja Octave
prostokat w(n) =1 ones(1,N)
Hamminga w(n) = 0,5383 — 0,4616 cos( ) hamming (N)

Hanna w(n) =0,5—0,5cos (N”_”) hann (N)
Blackmana w(n) = 0,42 — 0,5 cos (]%;ml) + 0,08 cos (N—) blackman (N)

Widma rozmaitych funkeji okna ilustruja co sie za ich pomoca da uzyskac¢. Okno prostokatne
ma wiele listkéw bocznych o duzych amplitudach ale waski listek srodkowy. Okno Hamminga
ma listki boczne o amplitudach mniejszych o ponad rzad wielkosci ale szerszy listek $rodko-
wy. Kolejne okna, Hanna, Blackmana coraz lepiej ttumia listki boczne kosztem poszerzenia
gtownego.
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3 Funkcje do przygotowania przed zajeciami

Przygotuj funkcje do obliczania czestotliwosci fi (patrz p. 2.3) poszczegdlnych sktadowych
jednostronnego widma Fouriera sygnatu rzeczywistego gen_rfreq. Funkcja ta przyjmuje jako
parametry liczbe préobek sygnalu N, ktérego widmo ma by¢ prezentowane, oraz czestotliwoscé
probkowania fs.

function freq = gen_rfreq(N, fs)
k=0: (N/2); # zakres od O .. N/2
freq = k * fs/N;

endfunction

Sprawdz jej dziatanie, wywotujac ja z linii polecen. Czy gen_rfreq(10, 5) zwrdci takie
wartodci, jakich sie spodziewasz? Co w wypadku, gdy pierwszy argument bedzie nieparzysty,
na przyktad 77 Moze trzeba te funkcje ulepszy¢?

Napisa¢ nalezy tez cialo podobnej funkcji gen_cfreq, ktéra ma oblicza¢ wektor zawierajacy
czestotliwosci f poszczegdlnych sktadowych dwustronnego widma Fouriera sygnatu, czyli z
przedziatu sktadowych okreslonych w (6).

function freq = gen_cfreq(N, fs)
endfunction

Sprawdz jej dziatanie, wywolujac ja z linii polecen. Czy gen_cfreq(20,20) zwrdci takie
wartodci, jak sie spodziewasz? Popatrz, jakie powinny by¢ wyniki w wypadku, gdy liczba probek
N réwna jest czestotliwosci prébkowania fs. Przy okazji, testowanie tych funkcji tylko przy
takich parametrach potrafi ukry¢ btedy w nich zawarte. Dlatego, aby mie¢ pewnos¢, ze dzialaja
prawidlowo nie ograniczaj sie do takich przypadkéw testujac swoje funkcje.

Sprawdz tez inne przypadki, np gen_cfreq(10,2). Czy funkcja dziata dobrze, gdy pierwszy
argument jest nieparzysty?

Ponizej niedokoniczona funkcja y = sig_fft(x) liczaca widmo potowkowe sygnatu rzeczy-
wistego (x), stanowiaca implementacje algorytmu opisanego w punkcie 2.3:

function y=sig_rdft(x)

N=length(x) ;

n = 0:(N-1); # wektor numerow probek

y=zeros(1,N/2+1);

for k=0:N/2

f = exp(-1i * 2 * pi * k * n / N); #wektor wartosci funkcji bazowej
y(k+1) = dot(x, f) / N; # obliczenie wartosci skladowej widma
endfor

endfunction

Brakuje w niej czedci, oznaczonej wielokropkiem, ktéra odpowiedzialna jest za podwojenie war-
tosci tych sktadowych widma, ktére trzeba podwoi¢ w widmie potéwkowym. Dokoncz te funkcje.
Sprawdz, czy uzyskasz prawidlowe wyniki dla sygnatow x = ones(10, 1)’, czyli wektora 10
jedynek reprezentujacego funkcje stala oraz sygnatu zawierajacego 20 probek generowanych
funkcja gen_sin() z poprzednich zaje¢. Niech generowany przez nia sinus zawiera pelny jeden
czy pelne dwa okresy funkcji sinus na 20 prébek. Testujac funkcje za pomoca polecen plot (x)
lub plot(time, x) mozna wykresli¢ sygnat x w dziedzinie czasu. Wektor time jest tu wektorem
wartosci czasow probek sygnatu x, jak na zajeciach poprzednich. Za pomoca plot (abs(y)) lub
plot(freq, abs(y)) mozna wykresli¢ widmo amplitudowe na podstawie widma zespolonego

11



y, obliczanego testowana funkcja. Funkcja abs stuzy do obliczenia modutéw liczb zespolonych
a wektor freq to wektor obliczany wczesniej zrobiong funkcja gen_rfreq(N, fs).

Jako zadanie dodatkowe sprobuj przerobié te funkcje tak, aby dziatata dla sygnalow niepa-
rzystej dtugosci. Jesli Ci sie to nie uda pamietaj, by na zajeciach uzywac jej tylko do sygnatach
o dtugosci parzyste;j.

Przygotuj funkcje:

function f = sig_sinfreq(N, fs, o)
f=...;
endfunction

obliczajaca czestotliwo$¢ w hercach f funkcji sinusoidalnej, ktorej o okreséw rozciagac sie bedzie
na N probek probkowanych z czestotliwoscia fs. Przetestuj jej dziatanie w prostym skrypcie,
ktorego fragment przedstawiono ponizej:

N=...;

fs = ...

time = gen_time(N, fs);

freq = sig_sinfreq(N, fs, ...); # tu podaj liczbe okresow
x1 = gen_sin(time, freq, 1, 0);

plot(...)

Po podaniu odpowiednich liczby probek i czestotliwosci probkowania obliczana jest freq. Po
wygenerowaniu przebiegu sinusoidalnego i jego wyplotowaniu sinus powinien mie¢ tyle okreséw,
ile podano jako ostatni argument funkcji sig_sinfreq. Upewnij sie, ze dziata ona dobrze dla
roznych N i fs.

Nastepnie sprawdz, jak dziataja funkcje stuzace do generacji okien, wymienione w tabeli 1.
Ich uzycie moze wymaga¢ dodania biblioteki signal, co mozna zrobi¢ nastepujacym polece-
niem:

pkg load signal

Przyjmij niewielkie N na przyktad réwne 10. Fragment skryptu badz polecenia wpisywane
w linie polecenn moga wyglada¢ nastepujaco:

N = 10;
wl = ones(1,N)
w2 = hamming(N)

Umyélnie nie uzyto myslnikéw na koncach linii. Zaobserwuj dzigki wynikom przypisania wy-
Swietlonym w linii polecen i/lub w oknie Workspace czym réznia sie wl i w2. Sa one tablicami
o innych proporcjach. Czasem to nie przeszkadza ale dla uniknigcia konsekwencji tych réznic
nalezy niekiedy postugiwaé si¢ znakiem apostrofu, ktéry dokonuje transpozycji tablicy:

w2 = hamming(N)’

Sprawdz w ten sposob wszystkie wymienione w tabeli funkcje obliczajace funkcje okien.
Wyniki dzialania wszystkich z nich w razie potrzeby zmodyfikuj tak, aby ostatecznie uzyskaé
poziomy wektor wartosci funkcji okna. Jesli chcesz, wykresl sobie przebiegi tych funkcji. Te
tadniej wygladaja dla wigkszej liczby N.
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4 Origin - poznawane funkcje

real (x) - obliczenie czesci rzeczywistej liczby zespolonej x

imag(x) - obliczenie czesci urojonej liczby zespolonej x

abs(x) - obliczenie modutu liczby zespolonej x lub wartosci bezwzglednej gdy x jest rzeczywiste

real(x) - obliczenie czeSci rzeczywistej liczby zespolonej x

arg(x) - obliczenie argumentu (w radianach) liczby zespolonej x

fft(x) - obliczenie szybkiej dyskretnej transformaty Fouriera sygnatu zapisanego w wektorze
x; wynikiem jest wektor sktadowych zespolonego widma, obliczonych dla k € [0, N — 1]

ifft(x) - obliczenie szybkiej odwrotnej transformaty Fouriera dla widma zespolonego zapisa-
nego w wektorze x; funkcja oczekuje widma w takiej formie, jak wynik fft(x)

fftshift(x) - przeksztalcenie wektora ze sktadowymi widma bedacego wynikiem fft(x) na
widmo dwustronne; ponowne zastosowanie tej funkcji na wektorze z widmem dwustronny
przywraca jego pierwotng forme

dot(x, y) - obliczenie iloczynu skalarnego wektorow x iy

hann(N) - zwracaja wspoétczynniki filtra okna Hanna o dtugosci N

hamming (N) - zwracaja wspoOtczynniki filtra okna Hamminga o dtugosci N

blackman(m) - zwracaja wspoOtczynniki filtra okna Blackmana o dlugosci N

trapz(time, x) - numerycznie wyznacza catke z punktéw x przy uzyciu metody trapezowe;
skalujac jej warto$¢ uzywajac wektora time do skalowania

operator ’ - transpozycja tablicy

5 Pytania i zadania na kartkéwke

1. Jaka czestotliwo$¢ bedzie miata 5. (liczac od zera) sktadowa DFT sygnatu o liczbie probek
rowniej 100 i okresie probkowania réwnym 0,1 s?
Oblicz sktadows k = 1 DFT sygnatu rzeczywistego x[n] = [1 3 0 2 3 1].
Oblicz sktadowa k = 2 DFT sygnatu x[n] = [1 3 j 0 1 2].
Czy obliczajac DFT dla sygnaléw rzeczywistych mozemy uzywaé réwnania (4)?
Jak bedzie si¢ roznita amplituda wspétczynnikéw DFT obliczanych rownaniem (4) i (8)
dla sygnatéw rzeczywistych?
6. Jak bedzie sie réznita amplituda wspdlezynnikéw DFT o indeksie 0 i N/2 obliczanych
réwnaniem (4) i (8) dla sygnaléw rzeczywistych o liczbie probek sygnatu N.
7. Dane sa dwa sygnaly x[n] i 23[n] prébkowane w identyczny sposéb. Wiesz, ze X;[2] =
3+ 2j, oraz X3[2] =4 — 3j. Ile wynosi X[2], jezeli z[n| = 3x1[n] — 224[n]?
8. Jak wyglada widmo sygnatu bedacego iloczynem impulsu prostokatnego i funkeji cos(wot)?
9. Probka sygnatu z[n] o pewnym numerze n; ma wartos¢ 5. Funkcja okna dla tej prébki
ma wartosé¢ 0,34. Ile wynosi warto$¢ probki n; sygnatu poddanego okienkowaniu?
10. Dobierz czestotliwosé sinusoidy sprobkowanej z czestotliwoscia f, = 10 kH z tak, aby dla
100 punktowej DFT uniknaé¢ zjawiska wycieku.
11. Dobierz czestotliwosé sinusoidy sprobkowanej z czestotliwoscia f; = 10 kHz tak, aby dla
100 punktowej DF'T zaobserwowaé¢ maksymalny wyciek.
Uwaga. Wartosci liczbowe podane w pytaniach sg przyktadowe. Na kartkéwce podobne zadania
beda zawieraly inne dane.

U WD

6 Funkcje stworzone w trakcie realizacji poprzednich ¢wi-
czen

gen_delta(time) - generacja delty Kroeneckera
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gen_gauss(time, u, s) - generacja impulsu Gaussa
gen_sin(time, fsin, A, fi) - generacja sygnalu harmonicznego
gen_time(N, fs) - generacja czasOw probek

gen_triangle(time, A, tr, tf) - generacja impulsu trojkatnego
sig_conv(x,y) - obliczenie splotu sygnaléw

sig_delay_N(x, Nd) - opOznienie sygnatu

7 Zadania

W trakcie zajec¢ sprawdzana bedzie znajomos¢ implementacji, prawidtowos$¢ dziatania i umie-
jetnos¢ korzystania z funkcji opisanych w ponizszych zadaniach. Powinny one zostaé¢ przygoto-
wane przed przyjsciem na zajecia.

Czes$¢ zadan nich polega na usunieciu btedéw w podanych definicjach funkcji. Kazda z
definicji wykonuje operacje, ktore zostaly teoretycznie omoéwione w poprzednich rozdziatach
niniejszej instrukeji. Za kazde zadanie mozna otrzymac¢ podang przy nim liczbe punktéw pod
warunkiem, ze zostanie ono w calosci poprawnie zrealizowane.

Wszystkie funkcje, ktorych argumentem badz wynikiem jest widmo sygnalu w postaci tabli-
cy, powinny w pierwszym jej elemencie (czyli elemencie o indeksie 1) zawieraé pierwszy element
widma (czyli obliczony dla poczatkowej wartosci k).

Wszystkie funkcje powinny by¢ napisane czytelnie, z zachowaniem zasad formatowania ko-
dow zrodlowych jezykéw wysokiego poziomu.

7.1 Funkcje pomocnicze

Nalezy usuna¢ btedy w funkcji do obliczania czestotliwosci (patrz p. 2.3) poszczegdlnych
sktadowych widma Fouriera sygnatu rzeczywistego gen_rfreq. Funkcja ta przyjmuje jako pa-
rametry liczbe probek sygnatu N, ktorego widmo ma by¢ prezentowane, oraz czestotliwosé prob-
kowania fs.

Oproécz tego nalezy napisaé ciato podobnej funkcji gen_cfreq, ktéra ma generowaé czesto-
tliwosci poszczegdlnych sktadowych widma Fouriera sygnatu w jego ogoélnej, zespolonej formie,
przy czym widmo ma by¢ wysrodkowane wokot sktadowej statej za pomoca funkcji fftshift
(patrz p. 2.1).

Dziatanie funkcji powinno by¢ zaprezentowane w taki sposéb, aby jednoznacznie udowodnic,
ze funkcje dziataja poprawnie. Za prawidlowe wykonanie zadania otrzymasz 1 pkt.

function freq = gen_rfreq(N, fs)
freq = zeros(1, N/2);
for k = 0:N/2
freq(k) = kxfs/N;
endfor
endfunction

function freq = gen_cfreq(N, fs)
endfunction

7.2 Liniowo$¢ transformaty Fouriera

Ustal liczbe probek N = 30..200 i czestotliwos¢ probkowania fs, zgodnie ze wskazowkami
prowadzacego. Przygotuj skrypt obliczajacy dwa przebiegi sinusoidalne x1 i x2. Kazdy z sumo-
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wanych sinuséw powinien mie¢ kontrolowang przez Ciebie za pomoca zmiennych ol i 02 liczbe
okresow mieszczacych sie w oknie probkowania, z zakresu 3..10.

Oblicz obustronne widma tych sygnaltéw, sume widm tych sygnaléw oraz widmo sumy tych
sygnatow. Wykaz liniowos¢ transformacji Fouriera porownujac wykresy widm amplitudowych
tak uzyskanych.

Za prawidlowe wykonanie zadania otrzymasz 1 pkt.

7.3 Mnozenie sygnaléw i splot widm

Uzywajac stworzonych przez siebie funkcji wygeneruj sygnal dwa sygnaty: harmoniczny
i impulsowy (impuls tréjkatny, impuls Gaussa lub inny). Na osobnych wykresach zaprezentuj
widma amplitudowe tych sygnatéw oraz widma iloczynu tych sygnatéw. Pomocna bedzie funkcja
figure pozwalajaca na wykresdlenie kilku niezaleznych wykreséw. Jak wyttumaczysz ksztatt
widma amplitudowego iloczynu sygnaléw? Za prawidtowe wykonanie zadania otrzymasz 1 pkt.

7.4 Wyciek widma

Ustal liczbe probek N = 200..500 i czestotliwosé probkowania fs, zgodnie ze wskazowkami
prowadzacego. Przygotuj skrypt generujacy przebieg podobny, jak w zadaniu 7.2, czyli sume
dwobch przebiegéw sinusoidalnych, ale teraz niech ol i 02 beda w przedziale 15..25 oraz niech
jeden z sumowanych przebiegéw sinusoidalnych ma liczbe okreséw bedacych liczbg utamkowa,
aby spowodowaé silny wyciek widma.

Zadanie polega na poréwnaniu ze soba efektow uzywania réznych funkcji okna. Zaktadajac,
ze sygnal bedacy suma sinusow jest w wektorze w zmiennej x oraz zdefiniowane sg standardowe
zmienne okreslajace liczbe probek, czestotliwo$é probkowania, itp, fragment skryptu realizuja-
cego takie zadanie moze wyglada¢ nastepujaco:

w = .; # tu wstaw funkcje okna

X_W =X .* w; # nalozenie okna na wektor x
y = sig_fft (x);

y_w = sig_fft(x_w);

Poréwnaj ze soba trzy widma amplitudowe: jedno uzyskane z oknem prostokatnym i dwa inne
z oknami wskazanymi przez prowadzacego. Opisz cechy tak uzyskanych widm. Jak zmieniaja
sie w widmie sktadowe zwiazane z sinusem o czestotliwosci niepowodujacej wycieku i tego, przy
ktérym wyciek wystgpit?

Dla co najmniej jednego z okien (ale nie prostokatnego) wykresl wykres sygnatu zokienko-
wanego x_w w zalezno$ci od czasu. Skomentuj jego wyglad, poréwnaj z przebiegiem sygnatu
przed okienkowaniem.

Za prawidtowo wykonane zadanie otrzymasz 2 pkt.
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