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1 Liczby zespolone

Liczby zespolone sg uogolnieniem liczb rzeczywistych. Liczba zespolona jest suma liczby
rzeczywistej i liczby rzeczywistej przemnozonej przez jednostke urojona j (a + jb). Jednostka
urojona j spetnia réwnoéé j? = —1. Zatem liczbe zespolong mozna podzieli¢ na dwie czeéci: czeéé
rzeczywistg a i cze$¢ urojong b. Liczba zespolona, ktorej czes¢ urojona jest rowna zero, jest po
prostu liczba rzeczywista. Zbior liczb zespolonych oznacza sie zwykle duza litera C, podobnie
jak zbior liczb rzeczywistych oznacza sie duzg literg R. Liczby zespolone mozna przedstawic
graficznie na plaszezyznie zespolonej jako punkty. O$ odcietych (pozioma) informuje o warto-
Sciach czesci rzeczywistej liczb zespolonych, natomiast 0§ rzednych (pionowa) — o wartosciach
czesci urojonej (rysunek la).
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Rysunek 1: Reprezentacje liczby zespolonej na ptaszczyznie zespolone;j.

Zatem os$ odcietych mozna traktowac¢ jako os liczb rzeczywistych, ktére stanowia podzbior
liczb zespolonych. Dla liczb zespolonych zdefiniowane sa operacje algebraiczne, takie jak:

e dodawanie: (a + jb) + (¢ + jd) = (a + ¢) + j(b+ d),

e odejmowanie: (a + jb) — (¢ + jd) = (a — ¢) + j(b — d),

e mnozenie (a + jb)(c + jd) = (ac — bd) + j(bc + ad),
a-ijb _ (a+j§)(62—jd) _ a§+b§ _l_jbg—ag'
c+jd c?4d c?4d c?+d

Ptaszczyzne liczb zespolonych mozna przedstawié¢ rowniez w uktadzie biegunowym (rysu-
nek 1b). W uktadzie tym potozenie punktu definiuje sie za pomoca dlugosci wektora i kata jaki
tworzy on z dodatnia pétosia odcietych (pozioma).

Potozenie punktu w uktadzie biegunowym mozna tatwo wyznaczy¢, przechodzac z algebra-
icznej postaci liczby zespolonej do postaci trygonometrycznej a + jb = r(cos ¢ + jsing) lub
wykladniczej a+ jb = re’?. Aby takiego przejscia dokonaé, nalezy obliczy¢ r i ¢ , korzystajac z
zaleznodci r = va? + b? | ¢ = arctan é) . Aby przejé¢ z postaci wykladniczej na algebraiczng
wykorzystuje sie posta¢ trygonometryczna oraz oblicza wartosci a = rcosp i b = rcosy , co
daje nam wartosci odpowiednio czesci urojonej i rzeczywiste;j.

Reprezentacja liczb zespolonych w uktadzie biegunowym wiaze sie z pewnymi niedogodno-
Sciami. Pierwsza z nich wynika z okresowosci funkcji trygonometrycznych sin(yp) = sin(27n+ @)
i cos(p) = cos(2mn + ¢) dla n € Z. Dlatego re’? = re?™ % dla n € Z (zbiér liczb calkowitych).

Druga niedogodnoscia jest koniecznos¢ rozpatrzenia przypadku, w ktorym czesé rzeczywista
liczby zespolonej jest réwna 0. Nalezy tez pamietaé, ze funkcja arcus tangens (arctan) przyjmuje

e dzielenie:

wartosci z przedziatu <—g, g) , podczas gdy kat ¢ powinien przyjmowaé wartosci od (—m, 7).
Aby zatem obliczy¢ poprawny kat fazowy ¢ nalezy odpowiednio skorygowaé wynik funkcji
arctan dla przypadkow, kiedy czesé rzeczywista liczby zespolonej jest ujemna. Wowczas — w
zaleznosci od tego, czy cze$¢ urojona jest dodatnia czy ujemna — nalezy do wyniku funkcji
arctan dodaé¢ lub od tego wyniku odja¢ liczbe .



2 Dyskretna Transformacja Fouriera (ang. Discrete Fo-
urier Transform —DFT)

2.1 Funkcje bazowe DFT

W dziedzinie przetwarzania sygnatéw operacja rozktadu na zbior funkeji bazowych (skla-
dowych) polega na obliczeniu wspétezynnikéow skalujacych amplitude tych funkeji. Obliczony
zbior wspotezynnikéw nazywa sie widmem sygnatu. Zbiér funkeji bazowych zwykle powstaje
przez parametryzacje pewnej funkcji. W przypadku DFT jest to funkcja zespolona w postaci:

e 7w :cos< T n) —jsin( T n) (1)

N N

w ktorej N jest liczba probek rozktadanego dyskretnego sygnatu, n numerem proébki sygnatu
rozktadanego, a k parametrem, bedacym liczbg catkowita, generujacym zbior funkcji dla ope-
racji rozktadu. Przyktadowe wykresy ilustrujace przebiegi rzeczywistej i urojonej czesci funkceji
bazowych DFT przedstawiono na rysunku 2.
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Rysunek 2: Wartosci wybranych funkcji bazowe DFT (punkty) dla N = 20. Linia przedstawiono
przebieg wyrazony funkcja (1).

Jesli k£ = 0 skladowa rzeczywista i urojona wartosci funkcji bazowej jest taka sama dla
kazdego n (rysunek 2a). Dla k = 1 skltadowe rzeczywista punktéw funkeji bazowej odpowiadaja
punktom funkcji cos, ktérej 1 okres rozcigga sie na N probek. Wartosci urojone - analogicznie,
ale funkcji —sin (rysunek 2b). Dla k = 2 funkcje cos i —sin maja 2 okresy na przestrzeni N
probek (rysunek 2c¢), itd.



Ciekawe rzeczy dzieja sie gdy dalej zwiekszy¢ k. Jesli k = N — 1, czyli 19 z przyktadu z
rysunku 2e, to wartosci sktadowej rzeczywistej funkcji bazowej sa identyczne, jak dla k =1 a
sktadowej urojonej maja przeciwny znak, jak te dla k = 1. Gdy z kolei k = N + 1 to uzyskuje
sie juz zupeknie identycznie wygladajaca funkcje bazowa, jak dla k = 1 (rysunek 2f).

Dla skonczonego ciggu N probek ma sens zatem tworzenie zbioru maksymalnie N réznych
funkcji bazowych. Obliczanie kolejnych mija si¢ z celem, gdyz funkcje tak utworzone beda
powtérzeniem istniejagcych. Ogodlnie, identyczne beda funkcje bazowe dla k = ki oraz k =
ki +m - N, gdzie k; to dowolna warto$¢ catkowita z przedziatu [0, N — 1], a m to dowolna
wartos¢ catkowita.

Funkcje ciagte w dziedzinie czasu, bedace rekonstrukcjami funkcji bazowych DFT, opisanych
wyzej, miatyby réwnanie:

ejﬁ;ert ~ cos 2wkt 4 isin 2kt (2)
O\ ) TN
, W ktérym wyrazenie
ko kfs

ma sens czestotliwosci fi, wyrazonej w hercach, odpowiadajacej k-tej funkcji bazowej.

2.2 DFT sygnalu zespolonego

Najwazniejsza zaleta DFT jest to, ze mozna ja obliczy¢ numerycznie. Fakt ten stalt sie
szczegoblnie istotny w momencie pojawienia si¢ uktadéw mikroprocesorowych. Najprostszym
algorytmem umozliwiajacym obliczenie wspotczynnikéow (parametréw skalujacych amplitude,
nazywanych réwniez sktadowymi widma - nie myli¢ z parametrem k i czestotliwoscia) poszcze-
gblnych funkcji bazowych dla sygnatéw zespolonych jest bezposrednia implementacja réwnania:

1 V=t 2mkn

X[k] =5 Z_;)a:[n]e TN (4)

Poniewaz funkcje bazowe sa ortogonalne, to rownanie moze mie¢ tak prosta postaé¢, w ktorym
zwykly, skalarny iloczyn wykorzystuje sie do obliczenia wartosci wspotezynnikéw X [k| widma.

Nalezy pamietaé, ze wspélezynniki X [k] sa liczbami zespolonymi, dla ktérych mozna wy-
znaczy¢ modut i argument. Zbiér zespolonych wspoétezynnikéw X [k] nazywamy widmem ze-
spolonym. Mozna je rozbi¢ na widmo rzeczywiste i urojone lub obliczy¢ moduty i argumenty
wspotezynnikéw, ktére tworzg widma amplitudowe i fazowe.

Jak wykazano w rozdziale 2.1 ma sens obliczanie maksymalnie N roéznych funkcji bazowych,
bo potem zaczng sie one powtarzac¢. Tak samo wspotczynniki widma oblicza si¢ dla N réznych k£,
po potem zaczna sie one powtarzaé. Czesto wybiera sie zakres wartosci catkowitych k € [0, N —
1]. Tak na przyklad dziataja wbudowane w Octave funkcje. Widmo w ten sposéb powstate
pokazano w kolorowej czesci wykresu 3.

Takie podejscie ma jednak swoje wady. Na przyklad, jezeli obliczyé korzystajac z (3) cze-
stotliwos¢ ostatniej funkcji bazowej dla & = N — 1 otrzyma sie zaktadajac N = 20 wartos¢
fr = 0,95 - f;. A przeciez probkujac z czestotliwoscia f; nie powinno sie widzie¢ w sygnale
czestotliwosci wiekszych niz 0,5 - f!!

Mozna postapi¢ inaczej. Zamiast oblicza¢ wspélczynnik dla &k = N — 1 obliczmy go dla k
mniejszego o N, czyli k = N — 1 — N = —1. Funkcja bazowa bedzie taka sama dla obu przy-
padkow. Podobnie postapi¢ mozna dla potowy wszystkich k. W ten sposob zmienimy przedziat
N

]

warto$ci k do liczb calkowitych z przedziatu? od |- | +1 do |5 ].

INie jest to btad, Octave dziata dobrze, szczegdly dlaczego tak jest wyjaéniane sa na wykladzie kursu.
2(symbol | | oznacza zaokraglenie wartoéci w dét - N moze byé bowiem réwniez nieparzyste a k musi byé
calkowite).



1 9 1 19 .
- * 2 18 °
= "3 17"
= 05) 47 13 ’ |

° § ° § 9 111020 1.4 106
oy °10°® 15
O L ! | ! | ! | ! | ! | ! | | | .\ | | ! ? ! | ! | , | ! | ! | ! | ! | |
-12-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 & 10 12 14 16 18 20 22 24

k

Rysunek 3: Przyktadowe dyskretne widmo amplitudowe impulsu prostokatnego o czasie trwania
4 prébki i amplitudzie 5 dla N = 20. Kolorem przedstawiono wartosci widma dla k& € [0, N —
1]. Kolorem szarym zaznaczono wartosci wspotczynnikéw widma, ktore sa powtérzeniem tych
obliczonych dla k € [0, N —1]. Opis przy punkcie oznacza numer wspotczynnika powtarzanego.

Przyktadowo, jesli N = 20 to zamiast £ od 0 do 19 uzyjemy k z przedziatu od -9 do
10. Czestotliwos¢ fi. sktadowej dla £ = —9 to —0.45 - f, dla £ = 0 bedzie to 0 a dla k =
9 bedzie to 0,5 - f,. Wartos¢ bezwzgledna czestotliwosci sktadowych widma nie przekroczy
nigdzie potowy fs. Dodatkowo, czestotliwo$é rowna 0 Hz otrzymamy (niemal) posrodku widma,
co zbliza je pod tym wzgledem do tego, otrzymywanego na podstawie cigglej transformacji
Fouriera. Widmo rozcigga sie na obie strony sktadowej & = 0 i nazywamy je dwustronnym.
Jego przyktad pokazano na kolorowej czesci wykresu z rysunku 4.
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Rysunek 4: Przyktadowe dwustronne dyskretne widmo amplitudowe prezentujace te same infor-

macje, co na rysunku 3. Kolorem zaznaczono zakres k od | -5 ] +1 do |4 ]. Numery oznaczaja

indeksy sktadowych widma z rysunku 3 uzytych do utworzenia widma dwustronnego.

Znajac zespolone wspotezynniki X [k] DFT, mozemy z powrotem zsyntezowaé¢ (wyznaczyd,
obliczy¢) sygnal x[n] korzystajac z rownania syntezy:

(5)

2.3 Jednostronne DFT sygnalu rzeczywistego

W przypadku sygnatow rzeczywistych mozemy obliczy¢ ich DFT korzystajac z ogdlnej defi-
nicji ale istnieje tez sposob bardziej efektywny. Przyjmijmy dla uproszczenia, ze liczba probek
N jest parzysta. Spojrzmy na funkcje bazowe z rysunku 2b i 2e. Sa to funkcje bazowe dla
k=11ik =19 przy N = 20. Zwrdo¢ uwage, ze czes¢ rzeczywista funkcji bazowej jest taka
sama w obu przypadkach a cze$¢ urojona ma przeciwny znak, sa zatem liczbami zepolonymi
sprzezonymi. Jesli wartosci probek sygnatu sa liczbami rzeczywistymi oznacza to, ze sktadowe



widma obliczone dla k = 11 k = 19 tez maja takie same wartosci rzeczywiste i przeciwne znaki
czesci urojonej, czyli sa liczbami zespolonymi sprzezonymi. Ogdlnie taka zaleznosé wystepuje
dla par sktadowych widma ki N —kod k=1do k = % — 1. W takim razie te sktadowe, ktére
maja pare, majg takie same wartosci modutéow, czyli te sama wartos¢ maja sktadowe widma
amplitudowego, co widaé¢ np. na rysunku 3.

Dla k =01k = % juz takiej zaleznosci nie ma - nie ma ,pary” zaleznych od siebie
sktadowych.

Dzieki temu pelnie informacji o widmie sygnatu rzeczywistego mozna podaé obliczajac
mniejsza liczbe sktadowych i ograniczy¢ sie wylacznie do przedziatu od £ = 0 do k£ = %,
czyli prowadzi sie je zatem dla niemal dwukrotnie mniejszej liczby iteracji, niz liczba prébek N.
Widmo takie nie zawiera informacji o sktadowych o ujemnych wartosciach k czy fx, nazywane
jest zatem widmem jednostronnym. Jesli kto$ bedzie potrzebowal odtworzy¢ na tej podsta-
wie widmo dwustronne, to sktadowe dla ujemnych k£ bedzie mégt odtworzy¢ wiedzac, ze sa to
wartosci sprzezone do istniejacych w widmie jednostronnym.

Wspotezynniki jednostronnego widma X [k] majace ,pare”, czyli o indeksach k € [1, L 1}
oblicza sie podwajajac wartos¢ (4). Ich podwojenie powoduje, ze na przyktad sumowanie wszyst-
kich wspotezynnikow da taki sam efekt, jak przy widmie dwustronnym. Wspotezynniki bez pary,
czylidlak =01k = % oblicza bez zmian, bezposrednio z (4). Sposob obliczenia wspétezynni-
kow widma jednostronnego prezentuje si¢ zatem nastepujaco:

2 V=1 2mkn
N Y znle? v dlake [1, 2 1}
X[k =4 ¥ (6)

1 Nl - 2mkn
N > znle? N dlak = {O, E}
n=0

)

a przyktadowe widmo takie wykreslono na rysunku 5.
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Rysunek 5: Przyktadowe jednostronne dyskretne widmo amplitudowe prezentujace te same
informacje, co na rysunku 3. Kolorem zaznaczono punkty widma jednostronnego, na szaro
wskazano wartoséci uzyskane w trakcie obliczania widma zwyktego, dla k € [0, N — 1].

Zwr6é uwage na to, ktore wartosci tego widma zostaly podwojone.

Obliczenia z rownan (6) mozna dodatkowo uprosci¢ matematycznie rozbijajac powyzszy
wzér na dwa osobne - jeden stuzacy do obliczenia czesci rzeczywistej sktadowej widma Relk] =
R(X[k]) 1 drugi do obliczenia czesci urojonej sktadowej widma I'm[k] = S(X[k]). Zapis zespo-
lony funkcji bazowych zmieniamy na rzeczywisty, zgodnie z (1). Biorac powyzsze pod uwage,
wzOr na obliczenie sktadowych widma potéwkowego sygnatu rzeczywistego prezentuje si¢ na-
stepujaco:



2 = 2
=Y x[n] cos ( 7rkn> dla k € {1, £— 1}
N = N
Reft = ¥ i3 e )
N 2 x[n] cos ( ) dla k = {O, %}
2 = 27k
—— %" z[n] sm( T n) dla k € [1,% - 1}
N =, N
Imlk] = 1 N-1 okn, (8)
N 2 x[n] sin ( > dla k = {O, %}

Zapis jest bardziej rozbudowany, niz w (6) ale wszystkie operacje sa wykonywane w dzie-
dzinie liczb rzeczywistych.?

Wspotezynniki Relk] i I'mlk] obliczone w sposéb uproszezony dla sygnatéw rzeczywistych
pozwalaja syntetyzowaé z powrotem sygnal z[n] i operacje te mozna opisaé¢ nastepujacym row-

naniem:
N/2

o] =3 [Re[k] cos ( 27;5”) + Im[k] sin (%5”)] ()

k=0

Mozemy zauwazy¢, ze do zsyntetyzowania sygnatu x[n], wykorzystujemy teraz mniejsza
liczbe par (Re [k] i Im [k]) wspotezynnikéw (N/24-1) niz w przypadku sygnalow zespolonych.

2.4 Transformacje znormalizowane i unitarne

W poprzednich punktach podawano sposoby na obliczenie tzw. znormalizowanej transforma-
ty Fouriera. Amplitudy (moduty) poszczegélnych wspoétezynnikéw sktadajacych sie na widmo
zespolone powigzane sg z amplitudami funkcji bazowych, na ktére roztozono transformowany
sygnal. Zgodno$¢ te uzyskuje sie normalizujac wyniki sum z réwnan (4), (6) i innych, dzielac
je przez N.

Co daje to normowanie? Jesli np. sygnatem dyskretnym sa prébki sygnatu okresowego, to
catkowita warto$¢ samych tych sum bedzie tym wigksza, im wicksze N czyli im dtuzej sygnat
ten probkowalismy. Dzielac w obliczeniach przez N eliminujemy ten efekt uzyskujac wartos$é
zalezng wytacznie od amplitudy probkowanego sygnatu.

Niekiedy jednak potrzebna bedzie nie informacja o amplitudach ale o mocy sygnatu. Wiecej
o tym bedzie mowy w kolejnych ¢wiczeniach. Aby transformacja zachowywalta informacje o
mocy sygnalu, musi by¢ ona tzw. transformacja unitarna. Dyskretne transformacje unitarne
oblicza si¢ niemal identycznie, jak normalizowane, pomijana jest jedynie operacja dzielenia
przez N.

3 Pytania i zadania na kartkéwke

1. Co trzeba zrobi¢ z wynikiem funkcji ¢ = arctan (ZZ((;))) aby obliczy¢ argument liczby
zespolonej x = —2 + 57

2. Co trzeba zrobi¢ z wynikiem funkcji ¢ = arctan (ZZ((;C))) aby obliczy¢ argument liczby
zespolonej x = —2 — 57

3. Podaj przyktad liczb zespolonej ktérej modut mozna obliczy¢ w pamieci.

3To zasada doéé ogélna. Jezeli mamy réwnanie, w ktérym wystepuja wartoéci zespolone, wektory czy ma-
cierze, to czesto jest ono zwiezlym przedstawieniem skomplikowanych operacji matematycznych, ktore i tak de
facto trzeba wykonaé.



4. Jaka czestotliwosé bedzie miata 5. (liczac od zera) sktadowa DET sygnatu o liczbie prébek
rowniej 100 i okresie prébkowania réwnym 0,1 s?
Oblicz prazek k = 1 DFT sygnatu rzeczywistego x[n] = [1 3 0 2 3 1].
Oblicz prazek k = 2 DFT sygnatu x[n] = [1 3 j 0 1 2].
Czy obliczajac DFT dla sygnalow rzeczywistych mozemy uzywaé réwnania (4)?
Jak bedzie sie roznita amplituda wspétczynnikow DFT obliczanych rownaniem (4) i (6)
dla sygnatéw rzeczywistych?
9. Jak bedzie sie réznita amplituda wspdtczynnikéw DFT o indeksie 0 i N/2 obliczanych
réwnaniem (4) i (6) dla sygnaléw rzeczywistych o liczbie probek sygnatu N.

10. Podaj przyktad réwnan sygnatu rzeczywistego i jego widma DFT.

11. Podaj przyktad réwnan sygnatu zespolonego i jego widma DFT.
Uwaga. Wartosci liczbowe podane w pytaniach sg przyktadowe. Na kartkéwce podobne zadania
beda zawieraly inne dane.

X N oo

4 Funkcje stworzone w trakcie realizacji poprzednich ¢éwi-
czen

gen_delta(time) - generacja delty Kroeneckera

gen_gauss (time, u, s) - generacja impulsu Gaussa
gen_sin(time, fsin, A, fi) - generacja sygnalu harmonicznego
gen_time(N, fs) - generacja czasoOw probek

gen_triangle(time, A, tr, tf) - generacja impulsu trojkatnego
sig_conv(x,y) - obliczenie splotu sygnatow

sig_delay_N(x, Nd) - opOznienie sygnatu

5 Zadania

W trakcie zajec¢ sprawdzana bedzie znajomos¢ implementacji, prawidtowos¢ dziatania i umie-
jetnos¢ korzystania z funkcji opisanych w ponizszych zadaniach. Powinny one zostaé¢ przygoto-
wane przed przyjsciem na zajecia.

Czesé zadan nich polega na usunigciu bltedéw w podanych definicjach funkcji. Kazda z
definicji wykonuje operacje, ktore zostaly teoretycznie omoéwione w poprzednich rozdziatach
niniejszej instrukeji. Za kazde zadanie mozna otrzymac¢ podang przy nim liczbe punktéw pod
warunkiem, ze zostanie ono w caltosci poprawnie zrealizowane.

Wszystkie funkcje, ktérych argumentem badz wynikiem jest widmo sygnatu w postaci tabli-
cy, powinny w pierwszym jej elemencie (czyli elemencie o indeksie 1) zawiera¢ pierwszy element
widma (czyli obliczony dla poczatkowej wartosci k).

Wszystkie funkcje powinny by¢ napisane czytelnie, z zachowaniem zasad formatowania ko-
dow zrodlowych jezykéw wysokiego poziomu.

5.1 Funkcje pomocnicze

Nalezy usunaé¢ bledy w funkcji do obliczania czestotliwodci fi, (patrz p. 2.3) poszczegdl-
nych sktadowych potéwkowego widma Fouriera sygnatu rzeczywistego gen_rfreq. Funkcja ta
przyjmuje jako parametry liczbe probek sygnatu N, ktérego widmo ma by¢ prezentowane, oraz
czestotliwo$é probkowania fs.

Napisa¢ nalezy tez ciato podobnej funkeji gen_cfreq, ktéra ma oblicza¢ tablice zawierajaca
czestotliwodcei fi poszezegdlnych sktadowych widma Fouriera sygnatu w jego ogdlnej, zespolonej
formie. Przyjmujemy, ze wartos¢ bezwzgledna zadnej wartosci fi nie moze przekroczy¢ potowy
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fs a widmo bedzie byé¢ wysrodkowane wokol sktadowej k = 0 (patrz p. 2.1). Sprawdz, czy
funkcja zadziata wlasciwie dla przypadku, w ktérym N jest nieparzyste.

Dziatanie funkcji powinno by¢ zaprezentowane w taki sposéb, aby jednoznacznie udowodnic,
ze funkcje dziataja poprawnie. Na przyktad wykaz najpierw recznie, jakie powinny by¢ wartosci
i wskaz, ze funkcje zwracaja pozadane wyniki. Najprosciej robi¢ to na przyktadach z niewielkimi
wartosciami N.

Za prawidtowe wykonanie zadania otrzymasz 1 pkt.

function freq = gen_rfreq(N, fs)
freq = zeros(1, N/2);
for k = 0:N/2
freq(k) = kxfs/N;
endfor
endfunction

function freq = gen_cfreq(N, fs)
endfunction

5.2 Jednostronne DFT sygnalu rzeczywistego

Zadanie drugie polega na usunieciu btedéw z funkeji obliczajacej jednostronne DFT sygnatu
rzeczywistego sig_rdft.

Funkcja jako parametr przyjmuje tablice liczb rzeczywistych, a w wyniku zwraca tablice
liczb zespolonych, bedacych zespolonym widmem czestotliwosciowym.

Dziatanie funkcji nalezy przetestowaé dla sygnatu, dla ktérego znamy prawidtowy wynik
DFT. Sygnat ten nalezy wygenerowa¢ uzywajac funkcji, ktore powstaly przy realizacji po-
przedniego ¢wiczenia. Wykorzystaj takie funkcje, dla ktérej posta¢ ich widm jest Tobie znana.
Prezentujac dziatanie funkcji nalezy wyjasni¢, dlaczego uwazasz, ze funkcja dziata prawidtowo.
Za prawidtowe wykonanie zadania otrzymasz 2 pkt.

function y=sig_rdft(x)
N=length(x);
y=zeros(1,N/2+1);
for k=0:N/2
Tr=0;
Ti=0;
for n=0:N-1
Tr+=2%x(n) *cos (2xpixk*n/N) /N;
Ti+=-2*x(n)*sin(2*pi*k*n/N)/N;
endfor
y(k+1) = Tr + 1i * Ti;
endfor
endfunction

5.3 Szybka transformata Fouriera

Program Origin posiada wbhudowana funkcje fft. Jest ona implementacja unitarnej, szybkiej
transformaty Fouriera sygnatu zespolonego. Argumentem tej funkcji jest tablica zawierajaca
probki sygnatu, analogicznie jak sif_rdft z poprzedniego punktu. Rezultatem jest tablica
zawierajaca zespolone wspolezynniki widma, obliczone dla k € [0, N — 1].

Stworz blizniacze funkcje sig_fft i sig_fft_N:
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function y = sig_fft(x)
él.lc.lfunction

function y = sig_fft_N(x)
érl&function

obliczajace dwustronne widmo zespolone sygnatu x uzywajac funkcji £ft. Jedyna réznica po-
miedzy nimi jest taka, ze sig_fft zwraca widmo znormalizowane, sig_fft_N widmo uzyskane
transformacja unitarna, nienormalizowana.

Obie funkcje maja wywolywaé¢ wbudowang w Origin funkcje £ft i modyfikowaé¢ zwracana
przez nia tablice ze wspotczynnikami widma unitarnego. Wartosci nalezy uporzadkowaé tak,
jakby byly obliczane dla k z przedziatu od [—5] + 1 do [§] (patrz punkt 2.2). Funkcje ta
maja stanowic¢ zatem pare dla funkcji gen_cfreq, ktéra zwraca tablice wartosci f sktadowych
widma. Jak to osiagnac?

Przyktadowo, jesli tablica x zawiera 20 probek, to y=fft (x) spowoduje wpisanie do tablicy
y dwudziestu wartosci zespolonych, jak zaznaczone kolorem na rysunku 3. Pamietaj jednak, ze
sktadowa X[0] obliczona dla k = 0 wyladuje w y (1), itd.

Znormalizowanie wartosci jest proste - nalezy tablice podzieli¢ przez liczbe prébek. Drugie
wymaganie co do rezultatu osiagnac jest trudniej. Przyjrzyj sie uwaznie rysunkowi 4. Oznaczono
na nim to, ktére elementy widma obliczonego za pomocag funkcji £ft powinny znalezé sie przy
ktorych wartosciach k.

Widag¢ tu, ze rezultat ten mozemy osiggnaé¢ czesciowo przestawiajac kolejnosé elementéw w
wynikowej tablicy, a cze$ciowo postugujac sie wiedzg o powtarzajacych sie funkcjach bazowych.
W przyktadzie naszym bowiem X[—1] = X[-1+ N] = X[19], X[-2] = X[-2 + N] = X[18],
itd. Realizacja tego programowo, dla dowolnego N stanowi istote zadania.

Dziatanie funkcji sig_fft zademonstruj generujac czasy i wartosci probek sygnatu funkcja-
mi gen_time i gen_sin dla wybranej przez siebie liczby probek i czestotliwosci prébkowania,
po czym wygeneruj czestotliwosci sktadowych widma i wartosci widma funkcjami gen_cfreq i
sig_fft. Teraz widmo amplitudowe mozna przedstawi¢ na wykresie za pomoca polecenia

stem(f,abs(y))

jezeli £ to tablica z czestotliwosciami sktadowych widma a y to tablica z wartosciami sktado-
wych widma. Funkcja stem dziata podobnie jak plot, ale wykres ma charakterystyczna forme,
ktora dobrze sprawdza si¢ do prezentacji widm o liczbie sktadowych nie przekraczajacych kil-
kadziesigt. Jesli N jest wieksze, widma rysuj funkcja plot.

Sprawdz, czy funkcja sig_fft dziata dobrze. Zastanow sig, jakie sygnaly uzy¢ by to spraw-
dzi¢. Musza to by¢ takie sygnaty, ktérych ksztalt widma amplitudowego dasz rade przewidzieé.

Funkcja sig_fft_N ma dziata¢ w sposéb niemal identyczny do sig_fft pomijajac jedynie
operacje normalizowania widma.

Za prawidtowe wykonanie zadania otrzymasz 2 pkt.

4Mozna ten fragment kodu przetestowaé bardzo prosto. Tymeczasowo zamien w ciele tworzonej funkcji przy-
pisanie y=fft(x); na przypisanie y=0: (length(x)-1);. W ten sposéb tablica zawiera¢ bedzie zamiast skla-
dowych widma numery tych sktadowych. Teraz, po zmianie kolejnosci elementéw w tej tablicy, powinna ona
zawieraé liczby w takiej kolejnosci ulozone, jak zaznaczone kolorem na rysunku 4, czyli dla N = 20 powinno to
by¢: 11, 12, ... 19, 0, 1, ..., 9, 10. Sprawdz, czy otrzymujesz dobre wyniki dla innych N, w tym nieparzystych.
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