Przetwarzanie sygnatow
Cwiczenie 3

Dyskretna transformacja Fouriera

dr hab. inz. Grzegorz J6Zwiak, dr hab. inz. Tomasz Piasecki (tomasz.piasecki@pwr.edu.pl)

Spis tresci

1

2

Liczby zespolone

Dyskretna Transformacja Fouriera (ang. Discrete Fourier Transform —DFT)
2.1 Funkcje bazowe DFT . . . . . . . . .
2.2 DFT sygnatu zespolonego . . . . . . . .. .. . o
2.3 Jednostronne DFT sygnatu rzeczywistego . . . . . . . . .. .. ...
2.4 Transformacje znormalizowane i unitarne . . . . . . . . . . ... ... ... ...

Funkcje do przygotowania przed zajeciami

Origin - poznawane funkcje

Pytania i zadania na kartkéwke

Funkcje stworzone w trakcie realizacji poprzednich ¢wiczen

Zadania do realizacji na zajeciach

7.1 Funkcje bazowe w DFT . . . . . . . .. .
7.2 Jednostronne DFT sygnatu rzeczywistego . . . . . . . . . ... ... L.
7.3 Szybka transformata Fouriera . . . . . . ... ... ... ... ... ... ...

Katedra

Nanometrologii

Wydzial Elektroniki, Fotoniki i Mikrosystemdow
Politechnika, Wroctawska



1 Liczby zespolone

Liczby zespolone sg uogolnieniem liczb rzeczywistych. Liczba zespolona jest suma liczby
rzeczywistej i liczby rzeczywistej przemnozonej przez jednostke urojona j (a + jb). Jednostka
urojona j spetnia réwnoéé j? = —1. Zatem liczbe zespolong mozna podzieli¢ na dwie czeéci: czeéé
rzeczywistg a i cze$¢ urojong b. Liczba zespolona, ktorej czes¢ urojona jest rowna zero, jest po
prostu liczba rzeczywista. Zbior liczb zespolonych oznacza sie zwykle duza litera C, podobnie
jak zbior liczb rzeczywistych oznacza sie duzg literg R. Liczby zespolone mozna przedstawic
graficznie na plaszezyznie zespolonej jako punkty. O$ odcietych (pozioma) informuje o warto-
Sciach czesci rzeczywistej liczb zespolonych, natomiast 0§ rzednych (pionowa) — o wartosciach
czesci urojonej (rysunek la).
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Rysunek 1: Reprezentacje liczby zespolonej na ptaszczyznie zespolone;j.

Zatem os$ odcietych mozna traktowac¢ jako os liczb rzeczywistych, ktére stanowia podzbior
liczb zespolonych. Dla liczb zespolonych zdefiniowane sa operacje algebraiczne, takie jak:

e dodawanie: (a + jb) + (¢ + jd) = (a + ¢) + j(b+ d),

e odejmowanie: (a + jb) — (¢ + jd) = (a — ¢) + j(b — d),

e mnozenie (a + jb)(c + jd) = (ac — bd) + j(bc + ad),
a-ijb _ (a+j§)(62—jd) _ a§+b§ _l_jbg—ag'
c+jd c?4d c?4d c?+d

Ptaszczyzne liczb zespolonych mozna przedstawié¢ rowniez w uktadzie biegunowym (rysu-
nek 1b). W uktadzie tym potozenie punktu definiuje sie za pomoca dlugosci wektora i kata jaki
tworzy on z dodatnia pétosia odcietych (pozioma).

Potozenie punktu w uktadzie biegunowym mozna tatwo wyznaczy¢, przechodzac z algebra-
icznej postaci liczby zespolonej do postaci trygonometrycznej a + jb = r(cos ¢ + jsing) lub
wykladniczej a+ jb = re’?. Aby takiego przejscia dokonaé, nalezy obliczy¢ r i ¢ , korzystajac z
zaleznodci r = va? + b? | ¢ = arctan é) . Aby przejé¢ z postaci wykladniczej na algebraiczng
wykorzystuje sie posta¢ trygonometryczna oraz oblicza wartosci a = rcosp i b = rcosy , co
daje nam wartosci odpowiednio czesci urojonej i rzeczywiste;j.

Reprezentacja liczb zespolonych w uktadzie biegunowym wiaze sie z pewnymi niedogodno-
Sciami. Pierwsza z nich wynika z okresowosci funkcji trygonometrycznych sin(yp) = sin(27n+ @)
i cos(p) = cos(2mn + ¢) dla n € Z. Dlatego re’? = re?™ % dla n € Z (zbiér liczb calkowitych).

Druga niedogodnoscia jest koniecznos¢ rozpatrzenia przypadku, w ktorym czesé rzeczywista
liczby zespolonej jest réwna 0. Nalezy tez pamietaé, ze funkcja arcus tangens (arctan) przyjmuje

e dzielenie:

wartosci z przedziatu <—g, g) , podczas gdy kat ¢ powinien przyjmowaé wartosci od (—m, 7).
Aby zatem obliczy¢ poprawny kat fazowy ¢ nalezy odpowiednio skorygowaé wynik funkcji
arctan dla przypadkow, kiedy czesé rzeczywista liczby zespolonej jest ujemna. Wowczas — w
zaleznosci od tego, czy cze$¢ urojona jest dodatnia czy ujemna — nalezy do wyniku funkcji
arctan dodaé¢ lub od tego wyniku odja¢ liczbe .



2 Dyskretna Transformacja Fouriera (ang. Discrete Fo-
urier Transform —DFT)

2.1 Funkcje bazowe DFT

W dziedzinie przetwarzania sygnatéw operacja rozktadu na zbior funkeji bazowych (skla-
dowych) polega na obliczeniu wspétezynnikéow skalujacych amplitude tych funkeji. Obliczony
zbior wspotezynnikéw nazywa sie widmem sygnatu. Zbiér funkeji bazowych zwykle powstaje
przez parametryzacje pewnej funkcji. W przypadku DFT jest to funkcja zespolona w postaci:

e 7w :cos< T n) —jsin( T n) (1)

N N

w ktorej N jest liczba probek rozktadanego dyskretnego sygnatu, n numerem proébki sygnatu
rozktadanego, a k parametrem, bedacym liczbg catkowita, generujacym zbior funkcji dla ope-
racji rozktadu. Przyktadowe wykresy ilustrujace przebiegi rzeczywistej i urojonej czesci funkceji
bazowych DFT przedstawiono na rysunku 2.
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Rysunek 2: Wartosci wybranych funkcji bazowe DFT (punkty) dla N = 20. Linia przedstawiono
przebieg wyrazony funkcja (1).

Jesli k£ = 0 skladowa rzeczywista i urojona wartosci funkcji bazowej jest taka sama dla
kazdego n (rysunek 2a). Dla k = 1 skltadowe rzeczywista punktéw funkeji bazowej odpowiadaja
punktom funkcji cos, ktérej 1 okres rozcigga sie na N probek. Wartosci urojone - analogicznie,
ale funkcji —sin (rysunek 2b). Dla k = 2 funkcje cos i —sin maja 2 okresy na przestrzeni N
probek (rysunek 2c¢), itd.



Ciekawe rzeczy dzieja sie gdy dalej zwiekszy¢ k. Jesli k = N — 1, czyli 19 z przyktadu z
rysunku 2e, to wartosci sktadowej rzeczywistej funkcji bazowej sa identyczne, jak dla k =1 a
sktadowej urojonej maja przeciwny znak, jak te dla k = 1. Gdy z kolei k = N + 1 to uzyskuje
sie juz zupeknie identycznie wygladajaca funkcje bazowa, jak dla k = 1 (rysunek 2f).

Dla skonczonego ciggu N probek ma sens zatem tworzenie zbioru maksymalnie N réznych
funkcji bazowych. Obliczanie kolejnych mija si¢ z celem, gdyz funkcje tak utworzone beda
powtérzeniem istniejagcych. Ogodlnie, identyczne beda funkcje bazowe dla k = ki oraz k =
ki +m - N, gdzie k; to dowolna warto$¢ catkowita z przedziatu [0, N — 1], a m to dowolna
wartos¢ catkowita.

Funkcje ciagte w dziedzinie czasu, bedace rekonstrukcjami funkcji bazowych DFT, opisanych
wyzej, miatyby réwnanie:

ejjizﬂlﬁt ~ cos 2wkt 4 isin 2wkt (2)
O\ Nt ) TP\
, w ktorym wyrazenie
ko kfs
= = 3
NT. - N Ik (3)

ma sens czestotliwosci fi, wyrazonej w hercach, odpowiadajacej k-tej funkcji bazowej.

2.2 DFT sygnalu zespolonego

Najwazniejsza zaleta dyskretnej transformaty Fouriera (DFT) jest to, ze mozna ja obli-
czy¢ numerycznie. Fakt ten stal sie szczegdlnie istotny w momencie pojawienia sie uktadow
mikroprocesorowych.

Jesli dany jest sygnal x[n] sktadajacy si¢ z N prébek, to najprostszy ze sposobéw na obli-
czenie jego widma dyskretnego X [k] to realizacja ponizszego réwnania:

1 3= j2mkn
=N ; (4)

Czym jest to réwnanie? Zapiszmy je inaczej. Niech x[n] pozostanie jak jest, natomiast przed
obliczeniem k-tej sktadowej widma X [k] przygotujmy sobie wektor f[n] o dlugosci N, ktorego
kolejne probki f[n] = e™ %" Jest to wektor liczb zespolonych, zawierajacy wartosci kolejnych
punktéw funkcji bazowych'. Teraz (4) mozna zapisaé:

1 = 1
-5 Z = (@ f) o)

Oprocz czynnika normalizujacego amplitude widma % wyliczenie k-tej sktadowej widma
polega po prostu na policzeniu iloczynu skalarnego wektora probek transformowanego sygnatu
x z wektorem wartosci funkeji bazowych f. W pakiecie Octave do obliczenia takiego iloczynu
skalarnego stuzy funkcja dot (x, f).

Do obliczenia catego widma X [k] czynnos$é te trzeba wykonaé dla wszystkich potrzebnych
wartosci k. Jakie to moga by¢ wartosci omowiono dalej. Pamigtaj jednak, ze dla kazdego k
trzeba by na nowo obliczy¢ wektor f[n].

Sktadowe widma X[k] sa liczbami zespolonymi, dla ktérych mozna wyznaczy¢é modut i
argument. Zbior zespolonych sktadowych X [k] nazywamy widmem zespolonym. Mozna je rozbié
na widmo rzeczywiste i urojone lub obliczy¢ moduty i argumenty liczb, ktore tworzg widma
amplitudowe i fazowe.

"'Wartoéci elementéw tego wektora przedstawiono czerwonymi kropkami na rysunku 2.



Jak wykazano w rozdziale 2.1 ma sens obliczanie maksymalnie N r6znych funkceji bazowych,
bo potem zaczng sie one powtarza¢. Tak samo skltadowe widma oblicza sie¢ dla N réznych
k, po potem zaczng sie one powtarza¢. Czesto wybiera sie zakres wartosci catkowitych k£ €
[0, N — 1]. Tak na przyktad dziataja wbudowane w Octave funkcje obliczajace DFT sygnalu,
jak na przyktad funkcja £fft(x). Widmo w ten sposob powstale pokazano w kolorowej czesci
wykresu 3.

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 9 1 19 |
L ® 2 18
= ° °
=, 3 17
x05F ’ 7 13 ’ |
Z.l f.i . § 9 111.2. 1.4 1.6
5 ®ipe 15
0 R ST S RS N R B i L AR GOSN NN SRR NN S0 SRS SN (NOON SN SNSRI
-12-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Rysunek 3: Przyktadowe dyskretne widmo amplitudowe impulsu prostokatnego o czasie trwania
4 prébki i amplitudzie 5 dla N = 20. Kolorem przedstawiono wartosci widma dla k € [0, N —
1]. Kolorem szarym zaznaczono wartosci wspotezynnikéw widma, ktore sa powtérzeniem tych
obliczonych dla k € [0, N — 1]. Opis przy punkcie oznacza numer wspotczynnika powtarzanego.

Takie podejscie ma jednak swoje wady. Na przyktad, jezeli obliczy¢ korzystajac z (3) cze-
stotliwos¢ ostatniej funkcji bazowej dla & = N — 1 otrzyma sie zaktadajac N = 20 wartos¢
fr = 0,95 f,. A przeciez probkujac z czestotliwoscia f; nie powinno sie widzie¢ w sygnale
czestotliwoéci wiekszych niz 0,5 - f,, co wynika z twierdzenia Nyquista-Shannona!?

Mozna postapi¢ inaczej. Zamiast oblicza¢ wspétczynnik dla k = N — 1 obliczmy go dla k
mniejszego o N, czyli k = N —1 — N = —1. Funkcja bazowa bedzie taka sama dla obu przy-
padkow. Podobnie postapi¢ mozna dla potowy wszystkich k. W ten sposob zmienimy przedziat
wartoéci k do liczb catkowitych z nastepujacego przedziatu?:

bell-50 15 —1 ()

Przyktadowo, jesli N = 20 to zamiast k£ od 0 do 19 uzyjemy k z przedziatu od -10 do 9.
Czestotliwo$é f, sktadowej dla £ = —10 to —0.5- f,, dla £ = 0 bedzie to 0 a dla £k = 9 bedzie to
0,45 f,. Wartos¢ bezwzgledna czestotliwosci sktadowych widma nie przekroczy nigdzie potowy
fs- Dodatkowo, czestotliwo$é réwna 0 Hz otrzymamy (niemal) posrodku widma, co zbliza je pod
tym wzgledem do tego, otrzymywanego na podstawie ciaglej transformacji Fouriera. Widmo
takie rozcigga si¢ na obie strony sktadowej k = 0 i nazywamy je dwustronnym. Jego przyktad
pokazano na kolorowej czesci wykresu z rysunku 4.

Ze wzgledu na uzytecznos$¢ dwustronnego widma dyskretnego pakiet Octave posiada whudo-
wang funkcje fftshift (x) przesuwajaca probki w wektorze ze sktadowymi widma, uzyskanym
wczesniej za pomoca fft (x). Majac zatem w skrypcie w Octave wektor x z prébkami sygnatu
i skalar N z liczba probek, to zormalizowane widmo dwustronne obliczamy:

y = fftshift(fft (x)) / N;

2Nie jest to blad, Octave dziala dobrze, szczegdly dlaczego tak jest wyjasniane sa na wyktadzie kursu.
3(symbol | | oznacza zaokraglenie wartosci w dét - N moze byé bowiem réwniez nieparzyste przez co
podzielone na dwa da ulamek a tymczasem k musi by¢ calkowite).
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Rysunek 4: Przyktadowe dwustronne dyskretne widmo amplitudowe prezentujace te same infor-
macje, co na rysunku 3. Kolorem zaznaczono zakres k od L—%J do L% —1]. Numery oznaczaja
indeksy sktadowych widma z rysunku 3 uzytych do utworzenia widma dwustronnego.

Znajac zespolone wspotezynniki X [k] DFT, mozemy z powrotem zsyntezowaé (wyznaczyé,
obliczy¢) sygnal xz[n] korzystajac z rownania syntezy:

N-1
- 2mkn

z[n] = > X[kle™ v (7)

k=0

2.3 Jednostronne DFT sygnalu rzeczywistego

W przypadku sygnatow rzeczywistych mozemy obliczy¢ ich DFT korzystajac z ogélnej defi-
nicji ale istnieje tez sposodb bardziej efektywny. Przyjmijmy dla uproszczenia, ze liczba prébek
N jest parzysta. Spojrzmy na funkcje bazowe z rysunku 2b i 2e. Sg to funkcje bazowe dla
E=11ik =19 przy N = 20. Zwrd¢ uwage, ze czesé rzeczywista funkcji bazowej jest taka
sama w obu przypadkach a czesé¢ urojona ma przeciwny znak, sg zatem liczbami zepolonymi
sprzezonymi. Jesli wartosci probek sygnatu sa liczbami rzeczywistymi oznacza to, ze sktadowe
widma obliczone dla k = 11 k = 19 tez maja takie same wartosci rzeczywiste i przeciwne znaki
czesci urojonej, czyli sa liczbami zespolonymi sprzezonymi. Ogdlnie taka zaleznosé wystepuje
dla par sktadowych widma ki N —kod k=1do k = % — 1. W takim razie te sktadowe, ktore
majg pare, majg takie same wartosci modutéow, czyli te sama wartos¢ maja sktadowe widma
amplitudowego, co wida¢ np. na rysunku 3.

Dla k =01k = % juz takiej zaleznosci nie ma - nie ma ,pary” zaleznych od siebie
sktadowych.

Dzieki temu pelnie informacji o widmie sygnatu rzeczywistego mozna podaé obliczajac
mniejsza liczbe sktadowych i ograniczy¢ sie wylacznie do przedziatu od £ = 0 do k£ = %,
czyli prowadzi sie je zatem dla niemal dwukrotnie mniejszej liczby iteracji, niz liczba prébek N.
Widmo takie nie zawiera informacji o sktadowych o ujemnych wartosciach k czy fx, nazywane
jest zatem widmem jednostronnym. Jesli kto$§ bedzie potrzebowal odtworzy¢ na tej podsta-
wie widmo dwustronne, to sktadowe dla ujemnych k£ bedzie mégt odtworzy¢ wiedzac, ze sa to
wartosci sprzezone do istniejacych w widmie jednostronnym.

Sktadowe jednostronnego widma X [k] majace ,pare”, czyli o indeksach k € [1, % — 1} ob-
licza si¢ podwajajac wartosé (4). Ich podwojenie powoduje, ze na przyklad sumowanie wszyst-
kich sktadowych da taki sam efekt, jak przy widmie dwustronnym. Sktadowe bez pary, czyli
dlak=0ik= % oblicza bez zmian, bezposrednio z (4). Sposéb obliczenia sktadowych widma



jednostronnego prezentuje sie zatem nastepujaco:
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Rysunek 5: Przyktadowe jednostronne dyskretne widmo amplitudowe prezentujace te same
informacje, co na rysunku 3. Kolorem zaznaczono sktadowe widma jednostronnego, na szaro
wskazano wartosci uzyskane w trakcie obliczania widma zwyktego, dla k € [0, N — 1].

Zwr6é uwage na to, ktore wartosci tego widma zostaly podwojone.

Wspbtezynniki Relk] i Imlk] obliczone w sposéb uproszezony dla sygnatéw rzeczywistych
pozwalaja syntetyzowaé z powrotem sygnal z[n] i operacje te mozna opisaé¢ nastepujacym row-

naniem:
N/2

= kz_: X[k]e?* %" (9)

Mozemy zauwazy¢, ze do zsyntetyzowania sygnatu x[n] na podstawie widma jednostron-
nego, wykorzystujemy teraz mniejsza liczbe sktadowych (N/2+1) niz w przypadku sygnalow
zespolonych.

2.4 Transformacje znormalizowane i unitarne

W poprzednich punktach podawano sposoby na obliczenie tzw. znormalizowanej transforma-
ty Fouriera. Amplitudy (moduly) poszczegdlnych wspotezynnikéw sktadajacych sie na widmo
zespolone powigzane sg z amplitudami funkcji bazowych, na ktore roztozono transformowany
sygnal. Zgodno$¢ te uzyskuje sie normalizujac wyniki sum z réwnan (4), (8) i innych, dzielac
je przez N.

Co daje to normowanie? Jesli np. sygnatem dyskretnym sa prébki sygnatu okresowego, to
catkowita warto$¢ samych tych sum bedzie tym wigksza, im wicksze N czyli im dtuzej sygnat
ten probkowaliSmy. Dzielac w obliczeniach przez N eliminujemy ten efekt uzyskujac warto$é
zalezng wytacznie od amplitudy probkowanego sygnatu.

Niekiedy jednak potrzebna bedzie nie informacja o amplitudach ale o mocy sygnatu. Wiecej
o tym bedzie mowy w kolejnych ¢wiczeniach. Aby transformacja zachowywalta informacje o
mocy sygnatu, musi by¢ ona tzw. transformacja unitarna. Dyskretne transformacje unitarne
oblicza sie niemal identycznie, jak normalizowane, co opisano réwnaniami (4) i (8), pomijana
jest jedynie operacja dzielenia przez liczbe probek N.



3 Funkcje do przygotowania przed zajeciami

Przygotuj funkcje do obliczania czestotliwosci fi (patrz p. 2.3) poszczegdlnych sktadowych
jednostronnego widma Fouriera sygnatu rzeczywistego gen_rfreq. Funkcja ta przyjmuje jako
parametry liczbe préobek sygnalu N, ktérego widmo ma by¢ prezentowane, oraz czestotliwoscé
probkowania fs.

function freq = gen_rfreq(N, fs)
k=0: (N/2); # zakres od O .. N/2
freq = k * fs/N;

endfunction

Sprawdz jej dziatanie, wywotujac ja z linii polecen. Czy gen_rfreq(10, 5) zwrdci takie
wartodci, jakich sie spodziewasz? Co w wypadku, gdy pierwszy argument bedzie nieparzysty,
na przyktad 77 Moze trzeba te funkcje ulepszy¢?

Napisa¢ nalezy tez cialo podobnej funkcji gen_cfreq, ktéra ma oblicza¢ wektor zawierajacy
czestotliwosci f poszczegdlnych sktadowych dwustronnego widma Fouriera sygnatu, czyli z
przedziatu sktadowych okreslonych w (6).

function freq = gen_cfreq(N, fs)
endfunction

Sprawdz jej dziatanie, wywolujac ja z linii polecen. Czy gen_cfreq(20,20) zwrdci takie
wartodci, jak sie spodziewasz? Popatrz, jakie powinny by¢ wyniki w wypadku, gdy liczba probek
N réwna jest czestotliwosci prébkowania fs. Przy okazji, testowanie tych funkcji tylko przy
takich parametrach potrafi ukry¢ btedy w nich zawarte. Dlatego, aby mie¢ pewnos¢, ze dzialaja
prawidlowo nie ograniczaj sie do takich przypadkéw testujac swoje funkcje.

Sprawdz tez inne przypadki, np gen_cfreq(10,2). Czy funkcja dziata dobrze, gdy pierwszy
argument jest nieparzysty?

Ponizej niedokoniczona funkcja y = sig_fft(x) liczaca widmo potowkowe sygnatu rzeczy-
wistego (x), stanowiaca implementacje algorytmu opisanego w punkcie 2.3:

function y=sig_rdft(x)

N=length(x) ;

n = 0:(N-1); # wektor numerow probek

y=zeros(1,N/2+1);

for k=0:N/2
f = exp(-1i * 2 * pi * k * n / N); #wektor wartosci funkcji bazowej
y(k+1) = dot(x, f) / N; # obliczenie wartosci skladowej widma

endfor

endfunction

Brakuje w niej czedci, oznaczonej wielokropkiem, ktéra odpowiedzialna jest za podwojenie war-
tosci tych sktadowych widma, ktére trzeba podwoi¢ w widmie potéwkowym. Dokoncz te funkcje.
Sprawdz, czy uzyskasz prawidlowe wyniki dla sygnatow x = ones(10, 1)’, czyli wektora 10
jedynek reprezentujacego funkcje stala oraz sygnatu zawierajacego 20 probek generowanych
funkcja gen_sin() z poprzednich zaje¢. Niech generowany przez nia sinus zawiera pelny jeden
czy pelne dwa okresy funkcji sinus na 20 prébek. Testujac funkcje za pomoca polecen plot (x)
lub plot(time, x) mozna wykresli¢ sygnat x w dziedzinie czasu. Wektor time jest tu wektorem
wartosci czasow probek sygnatu x, jak na zajeciach poprzednich. Za pomoca plot (abs(y)) lub
plot(freq, abs(y)) mozna wykresli¢ widmo amplitudowe na podstawie widma zespolonego
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y, obliczanego testowana funkcja. Funkcja abs stuzy do obliczenia modutéw liczb zespolonych
a wektor freq to wektor obliczany wczesniej zrobiong funkcja gen_rfreq(N, fs).

Jako zadanie dodatkowe sprobuj przerobié te funkcje tak, aby dziatata dla sygnalow niepa-
rzystej dtugosci. Jesli Ci sie to nie uda pamietaj, by na zajeciach uzywac jej tylko do sygnatach
o dtugosci parzyste;j.

4 Origin - poznawane funkcje

real (x) - obliczenie czesci rzeczywistej liczby zespolonej x

imag(x) - obliczenie czesci urojonej liczby zespolonej x

abs(x) - obliczenie modutu liczby zespolonej x lub wartosci bezwzglednej gdy x jest rzeczywiste

real (x) - obliczenie czesci rzeczywistej liczby zespolonej x

arg(x) - obliczenie argumentu (w radianach) liczby zespolonej x

fft(x) - obliczenie szybkiej dyskretnej transformaty Fouriera sygnatu zapisanego w wektorze
x; wynikiem jest wektor sktadowych zespolonego widma, obliczonych dla k € [0, N — 1]

ifft(x) - obliczenie szybkiej odwrotnej transformaty Fouriera dla widma zespolonego zapisa-
nego w wektorze x; funkcja oczekuje widma w takiej formie, jak wynik fft (x)

fftshift(x) - przeksztalcenie wektora ze sktadowymi widma bedacego wynikiem fft(x) na
widmo dwustronne; ponowne zastosowanie tej funkcji na wektorze z widmem dwustronny
przywraca jego pierwotng forme

dot(x, y) - obliczenie iloczynu skalarnego wektoréw x iy

5 Pytania i zadania na kartkéwke

1. Co trzeba zrobi¢ z wynikiem funkcji ¢ = arctan (ZZ((;:))) aby obliczy¢ argument liczby
zespolonej x = —2 + 57

2. Co trzeba zrobi¢ z wynikiem funkcji ¢ = arctan (%’Z((;ﬁ))) aby obliczy¢ argument liczby
zespolonej x = —2 — 457

w

Podaj przyktad liczb zespolonej ktorej modut mozna obliczy¢ w pamieci.
Jaka czestotliwo$é bedzie miata 5. (liczac od zera) sktadowa DFT sygnatu o liczbie prébek
rowniej 100 i okresie probkowania réwnym 0,1 s?
Oblicz prazek k = 1 DFT sygnatu rzeczywistego x[n] = [1 3 0 2 3 1].
Oblicz prazek k = 2 DFT sygnatu x[n] = [1 3 j 0 1 2].
Czy obliczajac DFT dla sygnaléw rzeczywistych mozemy uzywaé réwnania (4)?
Jak bedzie si¢ réznita amplituda wspétezynnikéw DFT obliczanych réwnaniem (4) i (8)
dla sygnatow rzeczywistych?
9. Jak bedzie sie roznita amplituda wspétczynnikéw DET o indeksie 0 i N/2 obliczanych
réwnaniem (4) i (8) dla sygnalow rzeczywistych o liczbie probek sygnatu N.

10. Podaj przyktad réwnan sygnatu rzeczywistego i jego widma DFT.

11. Podaj przyktad réwnan sygnatu zespolonego i jego widma DFT.
Uwaga. Wartosci liczbowe podane w pytaniach sa przyktadowe. Na kartkowce podobne zadania
bedg zawieraly inne dane.

e~

o N oo

6 Funkcje stworzone w trakcie realizacji poprzednich ¢wi-
czen

gen_delta(time) - generacja delty Kroeneckera
gen_gauss(time, u, s) - generacja impulsu Gaussa



gen_sin(time, fsin, A, fi) - generacja sygnalu harmonicznego
gen_time(N, fs) - generacja czaséOw probek

gen_triangle(time, A, tr, tf) - generacja impulsu trojkatnego
sig_conv(x,y) - obliczenie splotu sygnalow

sig_delay_N(x, Nd) - opOznienie sygnatu

7 Zadania do realizacji na zajeciach

Realizujac zadania pisz skrypty wywotujace funkcje Octave badz Twoje wlasne prowadzace
do realizacji postawionego celu. Pierwsze kroki mozna robi¢ w linii polecen, sprawdzajac co i
jak. Daz jednak do tego, aby cato$¢ zadania uja¢ w jednym skrypcie.

Wszystkie funkcje i skryptu powinny by¢ napisane czytelnie, z zachowaniem zasad forma-
towania kodéw zrodtowych jezykoéw wysokiego poziomu.

Zadania wymagajace przedstawienia wynikéw w postaci tabel czy wykreséw realizuj z po-
mocy funkcji zapisujacych wektory danych do pliku. Chodzi tu o to aby wyniki na wykresie
byty zarchiwizowane w postaci pliku.

Na koniec zbierz sprawozdanie, pliki ze skryptami, pliki z danymi i inne niezbedne pliki,
skompresuj je w jedno archiwum i zamies¢ jako rozwigzanie zadania w ePortalu.

7.1 Funkcje bazowe w DFT

6. linijka funkcji sig_rdft opisanej w punkcie 3 zawiera przepis na obliczenie wektora
wartosci funkeji bazowych £ jedli wezesniej zdefiniuje sie skalar k oznaczajacy numer sktadowej,
oraz wektor n z numerami probek. Jak wygenerowac ten drugi za pomoca zakresu napisane jest
w 3. linijce tej funkcji.

Sporzadz niezalezny skrypt zaczynajacy sie od przypisania zmiennej N liczby prébek z za-
kresu np. 10 - 50 i przypisania zmiennek k numeru sktadowej widma. Nastepnie w skrypcie
oblicz wektor n oraz k przepisujac odpowiednie fragmenty kodu wzmiankowanej wyzej funkcji.
Obserwuj na podgladzie wartosci zmiennych badZ w oknie ” Workspace” programu Origin, jakie
wartosci maja tworzone przez Ciebie wektory. Czy wszystko dziata jak nalezy?

Wykresl nastepnie na dwoch wykresach czesé rzeczywista wektora £ i cze$¢ urojong wektora
f. Dziatanie to wykonaj dla wskazanych przez prowadzacego nastepujacych wartosci k, z ktorych
przyktadowe to: 0, 1, 2, -1, 10, N-1, N, N+1. Wykresy te umies¢ w sprawozdaniu, skomentuj to, jak
wygladaja, czy zgadza sie to z Twoimi przewidywaniami. Za wykonanie tego zadania otrzymasz
1 pkt.

7.2 Jednostronne DFT sygnalu rzeczywistego

Napisz skrypt zaczynajacy si¢ od przypisania zmiennym N liczby probek zakresu 20-200 i
czestotliwodci probkowania fs z zakresu 1-1000. Liczba prébek musi by¢ parzysta, chyba, ze
przygotowujac sie do zaje¢ zadbales/zadbatas o to, by wszystkie funkcje przygotowane w domu
dziataly dobrze dla nieparzystej liczby probek.

Nastepnie wygeneruj wektor z wartosciami czasu time i sygnalow (jak na poprzednich za-
jeciach). Sygnaly nazywaj x1, x2, itd. Sygnalami tymi moga by¢:

e sygnal sinusoidalny o czestotliwo$ci spetniajacej kryterium Shannona i dodatkowo takiej,
aby catkowita liczba jej okresow przypadata na czas trwania sygnatu. Niektore z tych
czestotliwoéci mozna obliczy¢ dzielac fs przez czynnik pierwszy fs lub przez dowolny
iloczyn czynnikow pierwszych fs.

e sume dwoch lub trzech sygnatow sinusoidalnych, jak wyzej, o réznych czestotliwosciach.

e delte Kroneckera zwykta badz opdzniong



impuls Gaussa
impuls trojkatny
sume dwoch lub trzech sygnatéw sposréd wszystkich tu wymienionych
lub inne, pomystéw mozna mie¢ tu mnostwo
Za pomocy przygotowanych w domu funkcji oblicz wektor freq z czestotliwo$ciami sktado-
wych widma jednostronnego sygnatu rzeczywistego oraz same widma:

freq = gen_rfreq(N, fs);
yl = sig_rdft(x1);
y2 = sig_rdft(x2);

dla obliczonych sygnatéw. Zacznij od jednego, rozbudowuj skrypt w miare postepow.
Dalej w skrypcie instrukcje:

figure(1)
plot(time, x1)

figure(2)
stem(freq, abs(yl))

spowoduja wyswietlenie na rysunkach sygnatu x1 w dziedzinie czasu i widma amplitudowego
abs (y1)*. Zaleznie od liczby sktadowej widma moze sie okazaé, ze rozkaz stem lepiej zastapi¢
plot. Samodzielnie o tym zadecyduj, co tadniejsze.

Zaleznie od wlasnej pomystowosci i biegloéci w Octave® wykresy te mozna przedstawia¢ w
bardziej ztozony sposob - jako podwykresy na jednym rysunku, kolorami, bawigc sie grubo$ciami
linii, symboli, czy nadajac tytuly i opisy osi.

W sprawozdaniu umie$é¢ pary rysunkow pokazujacych sygnat i jego widmo amplitudowe.
Opisz osie, jesli tego nie zapewnit skrypt Octave. Podaj parametry sygnatlu i opisz wyglad
widma czestotliwo$ciowego tego sygnatu.

Za pelne wykonanie tego zadania otrzymasz 2 punkty.

7.3 Szybka transformata Fouriera

Zapisz skrypt, ktéry uzywales/uzywatas w poprzednim punkcie pod nowa nazwa i przeréb
go tak, by obliczal dwustronne widma sygnatéow i odpowiadajacy im wektor freq. Funkcje
realizujace te zadania powinny byty zosta¢ opracowane przez Ciebie przed zajeciami. Powtorz
czynnosci z poprzedniego punktu tacznie z raportem w sprawozdaniu.

Za pelne wykonanie tego zadania otrzymasz 2 punkty.

Jako zadanie dodatkowe mozesz wykona¢ nastepujacy eksperyment. Majac obliczone znor-
malizowane, dwustronne widmo zespolone zrekonstruuj sygnal w dziedzinie czasu za pomoca
wbudowanej w Octave funkcji ifft (y). Wykresl zrekonstruowany sygnat na osobnym wykresie.
Czy wyszedl z powrotem sygnal wyjsciowy? Nie? A powinien. Zastanow sig, co trzeba zrobié
aby to nastapito. Wskazéwki sg juz zawarte w instruke;ji.

4Czy wiesz, dlaczego do wykreglenia widma amplitudowego, ktérego sktadowe zapisano w wektorze y1 trzeba
uzy¢ funkcji abs?
Sktéra, mam nadzieje, bedzie sie poprawiata wraz z kolejnymi éwiczeniami
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