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1 Wprowadzenie

Do realizacji ¢wiczenia 6 niezbedne sa podstawowe wiadomosci o filtracji cyfrowej zawarte
w rozdziale 1 instrukeji do éwiczenia 5.

Zasadnicza réznicg miedzy filtrami o nieskonczonej odpowiedzi impulsowej (NOI) a filtra-
mi o skonczonej odpowiedzi impulsowej (SOI) jest fakt, ze do filtracji za pomoca filtrow SOI
wykorzystuje sie tylko probki pobudzenia, natomiast filtry NOI wykorzystuja do obliczen war-
tosci probek odpowiedzi, ktére algorytm filtracji wygenerowal w przesztosci. Stad filtry NOI
nazywane sg czesto filtrami rekursywnymi.

Ponizsze rownanie jest jedng z mozliwych wyrazen definiujacych sposob przetwarzania in-
formacji przez filtr NOL.

aoy[n] = box[n] + biz[n — 1] + - - + bagy—1x[n — My + 1]+
—ayln — 1] —agy[n — 2] — -+ — apn,1yn — M, + 1]

(1)

gdzie: n — numer probki, b, — wspotezynnik £ dla sygnatu wejsciowego, ap— wspodtczynnik k
dla sygnalu wyjsciowego, M, to liczba wspoétczynnikow a, M, to liczba wspotezynnikéw b. Ta
posta¢ jest wykorzystywana przez funkcje pakietu Origin zwigzane z projektowaniem filtrow
NOL

Filtry NOI charakteryzuja sie gorszymi parametrami uzytkowymi takimi jak ttumienie w
pasmie zaporowym czy zafalowania w pasmie przepustowym, ale ze wzgledu na niewielka licz-
be wspotezynnikow, redukujgca znacznie ilo$¢ niezbednych obliczen, odznaczaja sie znacznie
wieksza szybkoscig dziatania w porownaniu z filtrami SOI.

Cyfrowe filtry rekursywne projektowane sa z wykorzystaniem transformaty Z. Transformata
ta umozliwia przeksztalcenie réwnan réznicowych (takich jak (1)) na réwnania algebraiczne.
Jest to mozliwe dzigki podanej nizej wtasciwosci przeksztatcenia Z.

jezeli Z{x[n]} = X(2), to Z{z[n — k]} = 27% X (2) (2)
Woéwezas rownanie zapisane w dziedzinie czasu (numeréw probek) w postaci:
y[n] = 0, 1z[n] + 0,9y[n — 1] (3)
moze by¢ przeksztatcone do postaci w dziedzinie zmiennej z:
Y(2) =0,1X(2) +0,927'Y(2) (4)

Wyrazenie to mozna nastepnie przeksztalcié¢ w taki sposéb, aby uzyskaé transmitancje H(z) =
Y(2)/X(2): o1 o1
Y ) z

= (5)

1-0,9z z—0,9

Transmitancja H(z) jest zespolona funkcja wymierna (zaréwno z jak i H(z) sa liczbami
zespolonymi). Wielomiany licznika i mianownika maja swoje miejsca zerowe. Polozenie tych
punktow osobliwych w przestrzeni zmiennej z wplywa na odpowiedz czestotliwo$ciows filtru.
W przestrzeni zmiennej z odpowiedz czestotliwosciowa znajduje si¢ na okregu jednostkowym o
promieniu 1 (rys. 1).

H(z)

1.1 Filtry jednobiegunowe

Filtr jednobiegunowy posiada jeden biegun na ptaszczyznie transformaty Z. Do jego budowy
za pomoca metody rekursywnej stosuje sie tylko dwa wspotczynniki dla filtru dolnoprzepusto-
wego:

bozl—x
a():l (6)
a1 = —X
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Rysunek 1: Ilustracja wptywu potozenia bieguna filtru na charakterystyke czestotliwosciows
H(f) (wykresy przedstawiaja modul transmitancji i odpowiedzi czestotliwodciowej): z lewej stro-
ny biegun polozony jest najblizej linii okregu jednostkowego , z prawej strony najdalej. Zeby
filtr byl stabilny, wszystkie jego bieguny musza znajdowaé wewnatrz tego okregu. Im wiecej
biegunéw, tym tatwiej ksztaltowaé charakterystyke filtru.

oraz trzy wspotezynniki dla filtru gérnoprzepustowego:

bo=(1+z)/2
by =—(1+x)/2 )
(10:1

gdzie parametr x opisuje szybkos¢ zmian miedzy kolejnymi prébkami i powinien miesci¢ sie w
przedziale (0, 1). Z czestotliwoscia odciecia f. (réwna od 0 do 0,5 czestotliwosci probkowania)

filtru taczy go zaleznos¢ w postaci
x = e 2l (8)

Odpowiedz skokowa tego filtru nie ma przerzutu i dzwonienia. Parametr x umozliwia pro-
jektowanie filtru o zadanej staltej czasowej narastania d:

Tr =€

=

(9)

wyrazonej w liczbie probek. Aby poprawi¢ charakterystyke czestotliwo$ciows filtru jednobiegu-
nowego mozna przeprowadzi¢ filtracje wielokrotna.

1.2 Filtry waskopasmowe

Filtry waskopasmowe nalezg do grupy filtréw NOI, ktére umozliwiaja wydzielenie bardzo
waskiego pasma czestotliwosci z widma sygnatu wejsciowego. Dzielg sie na filtry pasmowoprze-
pustowe i pasmowozaporowe. Ich wspotezynniki mozna wyznaczy¢ ze wzorow:

1 —2Rcos(2rf) + R?

2 — 2cos(2mf)
R=1-3BW (11)

K= (10)



Parametry filtru pasmowoprzepustowego: Parametry filtru pasmowozaporowego:

bp=1-K bo = K

by = 2(K — R) cos(2rf) by = —2K cos(2nf)

by=R*— K 12) by =K 13)
ag =1 ag =1

a; = —2Rcos(27f) a; = —2Rcos(27f)

as = R? as = R?

gdzie: BW - szerokosé¢ pasma (zaporowego lub przepustowego), f - czestotliwo$é srodkowa
filtru (czestotliwosé srodka pasma zaporowego lub przepustowego). Podobnie jak w przypadku
filtrow jednobiegunowych, w celu poprawienia charakterystyki czestotliwo$ciowej filtréw wasko-
pasmowych mozna taczy¢ je kaskadowo.

UWAGA: Zaréwno czestotliwos$é odciecia, jak i pasmo przenoszenia filtru definiuje sie jako
utamek czestotliwosci probkowania, wiec ich wartosci musza miesci¢ sie w przedziale od 0 do
0,5.

1.3 Filtry Czebyszewa

Filtry Czebyszewa charakteryzuja sie szybka charakterystyka opadania (waskim pasmem
przejéciowym) i czesto sa wykorzystywane do rozdzielania pasm czestotliwosci. Niekorzystnym
zjawiskiem wystepujacym w odpowiedzi czestotliwosciowej filtru Czebyszewa sa zafalowania w
pasmie przepustowym, przy czym im wigksze sg zafalowania, tym wezsze jest pasmo przejéciowe
filtru. Bez zwiekszania poziomu zafalowan mozna zmniejszy¢ szerokos¢ pasma przejsciowego
poprzez zwiekszenie liczby biegunéw filtru.

Filtry Czebyszewa projektowane sg metodg transformacji biliniowej na podstawie ich analo-
gowych prototypow. Z kolei analogowy filtr Czebyszewa to filtr, ktory posiada bieguny rozmiesz-
czone réwnomiernie na lewym poétokregu o srodku w punkcie (0,0) przestrzeni s transformaty
Laplace’a.

Procedura projektowania moze by¢ zrealizowana przez algorytm numeryczny, dlatego filtry
tego typu projektuje sie z wykorzystaniem specjalistycznego oprogramowania. W srodowisku
Octave mozna wykorzystaé funkcje chebyl.

Projekt filtru Czebyszewa wymaga podania czterech parametrow:

e rodzaju odpowiedzi (dolno lub gérnoprzepustowej, pasmowoprzepustowej czy pasmowo

Zaporowej),

e czestotliwosei odciecia (definiowana od 0 do 0,5 czestotliwosci prébkowania),

e poziomu zafalowan w pasmie przepustowym wyrazonej w dB lub %,

e liczby biegunéw.

Ponizej przedstawiono przyktady uzycia funkcji chebyl srodowiska Octave.

e [b, a] = chebyl(n, Rp, Wc) projektuje filtr dolnoprzepustowy przy czym: n - rzad
filtru, Rp- poziom zafalowan w dB, We- czestotliwosé odciecia jako utamek potowy cze-
stotliwosci probkowania (np. 0,5 oznacza 0,25 czestotliwosci probkowania),

e [b, a] = chebyl(n, Rp, Wc, ’high’) filtr gébrnoprzepustowy.

e [b, al = chebyl(n, Rp, [W1l, Wh]) projektuje filtr pasmowoprzepustowy, w ktorym
pasmo przepustowe jest od Wi do Wh (wyrazone w utamku polowy czestotliwosci prob-
kowania, wartosci 0,4 i 0,6 oznaczaja pasmo przepustowe od 0,2 do 0,3 czestotliwosci
probkowania),

e [b, a] = chebyl(n, Rp, [Wl, Wh], ’stop’) filtr pasmowozaporowy.

Najczescie] zawarto$é procentowsg ustala sie na poziomie 0,5%, natomiast w skali logaryt-

micznej typowo stosuje sie 0,05 dB.



2 Pytania na kartkowke

1. Jakie wartosci beda na osi odcietych dla charakterystyk czasowych a jakie dla czestotli-
wosciowych?

2. Jak beda wygladaty osie odcietych charakterystyk czasowych i czestotliwosciowych filtrow
cyfrowych przetwarzajacych sygnaty probkowane z czestotliwoscig 1 kHz?

3. Jaka czestotliwo$¢ odciecia w hercach bedzie miat dolnoprzepustowy filtr NOI, jezeli za-
projektowano go dla czestotliwosci odciecia znormalizowanej fc=0,1, a czestotliwosé prob-
kowania filtrowanego sygnatu wynosi fs=1kHz?

4. Dla jakiej czestotliwosci odciecia nalezy zaprojektowa¢ dolnoprzepustowy filtr NOI, aby

z sygnatu probkowanego z czestotliwodcig fs=1kHz usunaé wszystkie sktadowe powyzej

200 Hz?

Jak poprawi¢ ttumienie w padmie zaporowym filtru jednobiegunowego?

Zaprojektuj filtr jednobiegunowy gérnoprzepustowy o czestotliwosci odciecia 0,1.

Zaprojektuj filtr jednobiegunowy dolnoprzepustowy o czestotliwosci odciecia 0,2.

Zaprojektuj filtr jednobiegunowy gérnoprzepustowy o statej czasowej rownej 3 probkom.

Zaprojektuj filtr jednobiegunowy dolnoprzepustowy o statej czasowej rownej 2 probkom.

Dany jest filtr NOI o wspétezynnikach: by = 0,75, ag — 1, a; = —0,25. Oblicz recznie

wartosci pierwszych pieciu prébek jego odpowiedzi impulsowej i skokowe;j.

11. Wykresl odpowiedz skokows filtra z poprzedniego zadania. Na podstawie wykresu oszacuj
wartos¢ statej czasu narastania odpowiedzi skokowej tego filtra wyrazona w liczbie probek.

12. Jak zmniejszy¢ szerokos¢ pasma przejéciowego filtru Czebyszewa bez zwiekszania poziomu
zafalowan?

Uwaga. Wartosci liczbowe podane w pytaniach sa przyktadowe. Na kartkowce podobne zadania

beda zawieraly inne dane.

e L XN o

3 Funkcje stworzone w trakcie realizacji poprzednich ¢wi-
czen

fir_filter(x, b) - implementacja filtra FIR

fir_freq_resp(b, N, fs) - obliczenie odpowiedzi czestotliwosciowej filtra FIR
fir_imp_resp(b, N, fs) - obliczenie odpowiedzi impulsowej filtra FIR

fir_sinc(fc, M, wnd) - zaprojektowanie filtra FIR metoda okienkowanej funkcji sinc
fir_step_resp(b, N, fs) - obliczenie odpowiedzi skokowej filtra FIR

gen_cfreq(N, fs) - generacja czestotliwosci sktadowych widma sygnatu zespolonego
gen_delta(time) - generacja delty Kroeneckera

gen_gauss (time, u, s) - generacja impulsu Gaussa

gen_rfreq(N, fs) - generacja czestotliwosci sktadowych widma sygnatu rzeczywistego
gen_sin(time, fsin, A, fi) - generacja sygnalu harmonicznego

gen_time(N, fs) - generacja czasoOw probek

gen_triangle(time, A, tr, tf) - generacja impulsu tréjkatnego

sig_conv(x,y) - obliczenie splotu sygnalow

sig_delay_N(x, Nd) - opdznienie sygnatu

sig_fft(x) - obliczenie widma zespolonego roztozonego symetrycznie wokot sktadowej £ = 0
sig_irdft(x) - odwrotna DFT sygnatu rzeczywistego

sig_rdft(x) - DFT sygnatu rzeczywistego

spec_uarg(y) - obliczenie rozwinigtego widma fazowego



4 Zadania do realizacji

W trakcie zaje¢ nalezy rozwiaza¢ podane ponizej zadania. Za kazde zadanie mozna otrzymac
wskazang liczbe punktéw pod warunkiem, ze zostanie ono catkowicie poprawnie zrealizowane.

4.1 Implementacja filtra NOI i obliczajgce odpowiedzi filtra

Zadanie polega na napisaniu funkcji postaci:

function y = iir_filter(b, a, x)
# definicja ciata funkcji
endfunction

ktéra bedzie realizowata filtrowanie rekursywne probek wejsciowych x z wykorzystaniem wspot-
czynnikéw a oraz b. Wyniki dziatania funkcji nalezy przedstawi¢ prezentujac charakterystyki
filtrow projektowanych w zadaniu 3.

Nalezy napisaé¢ réwniez nastepujace funkcje obliczajace odpowiedzi filtra NOI:

function [y,t]l=iir_step_resp(b, a, N, fs)
#definicja ciata funkcji
endfunction

obliczajaca odpowiedz skokowa filtru NOI o wspotezynnikach podanych w tablicach a i b. Dtu-
gos¢ odpowiedzi skokowej (ilosé probek) okresla argument N, natomiast fs jest czestotliwoscia
probkowania. t powinno by¢ osia odcietych/pozioma odpowiedzi skokowe;j.

function [y, tl=iir_imp_resp(b, a, N, fs)
#definicja ciata funkcji
endfunction

obliczajaca odpowiedZ impulsowa filtru NOI o wspoétezynnikach podanych w tablicach a i b.
Ilo$¢ probek odpowiedzi impulsowej okresla argument N, natomiast fs jest czestotliwoscig prob-
kowania. t powinno by¢ osia odcietych/pozioma odpowiedzi impulsowe;.

function [mH, fiH, mHdB, fl=iir_freq_resp(b, a, N, fs)
#definicja ciata funkcji
endfunction

obliczajaca odpowiedz czestotliwosciowa filtru NOI o wspotezynnikach podanych w tablicach a
i b (mH- odpowiedZ amplitudowa liniowa, mHdB- odpowiedz amplitudowa w dB, £iH- odpowiedZ
fazowa z faza rozwinieta, f£- wspélna o$ odcietych/pozioma wszystkich odpowiedzi czestotli-
wosciowych). Liczba probek odpowiedzi okresla argument N, natomiast fs jest czestotliwoscia
probkowania. Do rozwijania fazy mozna wykorzysta¢ funkcje z é¢wiczenia 3. Oczywiscie, wyko-
rzysta¢ mozna jako wzor opracowane do poprzedniego ¢wiczenia funkcje obliczajace odpowiedzi
filtra SOL.

Prawidtowos¢ dziatania powyzszych funkcji sprawdz na przyktadzie kilku filtrow NOI o
znanych warto$ciach wspotczynnikéw. Wykorzysta¢ mozna do tego:

e filtry zaprojektowane recznie na podstawie wzoréw z punktéow 1.11 1.2
filtry projektowane na wyktadzie,
filtry bedace zadaniami w zbiorze zadan rachunkowych do kursu, najlepiej rozwigzujac
samodzielnie te zadania badz po prostu korzystajac z odpowiedzi,
filtr dolnoprzepustowy o czestotliwosci odciecia 0,1, ktérego wspodtezynniki to: by = by =
0,238, ap =1, a; = —0,524



Ocen, czy wykreslane charakterystyki maja pozadany przebieg, to znaczy miedzy innymi:

e czy rodzaj filtru jest potwierdzony ksztattem charakterystyki,

e czy zakres czestotliwosci na osi odcigtych jest prawidtowy,

e czy zakres rzednych pozwala na znalezienie na wykresie punktow charakterystycznych -
jesli nie sprobuj uzy¢ polecenia ylim, ktéra uzyta bezposrednio po poleceniu plot ustala
zakres wartosci przedstawionych na osi rzednych wykresu, np ylim([-10, 10]); powo-
duje ograniczenie wartosci na osi rzednych do przedziatu od -10 do 10.

Sprawdz tez czy z tych charakterystyk potrafisz odczytac:

e czy czestotliwosé graniczna filtra zgadza sie z projektowang,

e czy odpowiedz skokowa wskazuje na zgodno$é z zalozona stala czasu narostu (patrz
p. 1.1),

e gdzie zaczyna sie pasmo zaporowe, jesli zatozy¢ minimalne ttumienie w pasmie zaporowym
na jakas wartos¢ (np —20dB, —40dB czy inna)

Przygotuj sie do szybkiego zastosowania opracowanych funkcji do demonstracji dziatania
filtrow o innych wspoétczynnikach, podanych przez prowadzacego w czasie zaje¢. Sprawdz, czy
dziataja one prawidlowo zaréwno gdy podasz parzysta jaki i nieparzysta liczbe probek N.

Za prawidtowe wykonanie zadania otrzymasz 2 pkt.

4.2 Funkcje wyliczajace wspolczynniki filtrow NOI

Napisz funkcje w postaci:

function [b, a] = iir_onepole_LPF(fc)
# definicja ciata funkcji
endfunction

oraz

function [b, a] = iir_onepole_HPF(fc)
# definicja ciata funkcji
endfunction

zwracajace wspoOtczynniki jednobiegunowych filtréw dolno- i géornoprzepustowego o czestotli-
wosci odciecia fc.
Napisz funkcje:

function [b, al] = iir_onepole_LPF_tc(d)
# definicja ciata funkcji
endfunction

ktora bedzie wyznacza¢ wspotezynniki dolnoprzepustowego filtru jednobiegunowego o stalej
czasu narostu wynoszacej d probek.
Napisz funkcje w postaci:

function [b, a] = iir_narrow_BF(fc, BW)
# definicja ciata funkcji
endfunction

oraz

function [b, a] = iir_narrow_NF(fc, BW)
# definicja ciata funkcji
endfunction



wyznaczajace wspotczynniki, odpowiednio, pasmowoprzepustowego i pasmowozaporowego filtru
waskopasmowego, gdzie fc to znormalizowana czestotliwosé srodkowa, a BW to szerokos¢ pasma
przenoszenia filtru.

Testujac te funkcje w trakcie ich przygotowania sprawdz, czy wykreslane charakterystyki
czestotliwo$ciowe lub czasowe wskazuja na otrzymanie filtra o wlasciwosciach zgodnych z war-
tosciami parametrow przekazywanych do testowanych funkcji. Zaobserwuj, jak zmieniaja sie
te charakterystyki gdy zmieniasz wartosci czestotliwosci odciecia badz srodkows czy szerokos$é
pasma filtra.

W trakcie zaje¢ nalezy zaprezentowalé wszystkie charakterystyki filtréw dla parametrow
wskazanych przez prowadzacego wykazujac ich prawidtowy, zgodny ze wskazanymi parametrami
przebieg.

Za wykonanie ¢wiczenia otrzymasz 1 pkt.

4.3 Filtry Czebyszewa

Zadanie czwarte polega na poréwnaniu amplitudowych charakterystyk czestotliwosciowych
(w decybelach) filtrow Czebyszewa pracujacych z taka sama (podana przez prowadzacego)
czestotliwoscia odcigcia. Porownaj ze sobg charakterystyki:
e trzech filtrow Czebyszewa: dwu-, cztero- i szesciobiegunowego o poziomie zafalowan w
pasmie przepustowym 0,05 dB
e trzech szesciobiegunowych filtréw Czebyszewa rozniacych sie poziomem zafalowan w pa-
$mie przepustowym, ktory wskaze prowadzacy zajecia (np. 0,05 dB, 0,1 dB, 0,5 dB)
Przyjmujac, ze granica pasma zaporowego jest -40 dB wyznacz i poréwnaj ze soba:
e szerokos¢ pasma przejsciowego
e poziom zafalowan w pasmie przepustowym
tych filtrow.
Poréwnaj charakterystyki tych filtrow.
Za wykonanie ¢wiczenia otrzymasz 2 pkt.



	Wprowadzenie
	Filtry jednobiegunowe
	Filtry wąskopasmowe
	Filtry Czebyszewa

	Pytania na kartkówkę
	Funkcje stworzone w trakcie realizacji poprzednich ćwiczeń
	Zadania do realizacji
	Implementacja filtra NOI i obliczające odpowiedzi filtra
	Funkcje wyliczające współczynniki filtrów NOI
	Filtry Czebyszewa


