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1 Liczby zespolone

Liczby zespolone sg uogolnieniem liczb rzeczywistych. Liczba zespolona jest suma liczby
rzeczywistej i liczby rzeczywistej przemnozonej przez jednostke urojona j (a + jb). Jednostka
urojona j spetnia réwnoéé j? = —1. Zatem liczbe zespolong mozna podzieli¢ na dwie czeéci: czeéé
rzeczywistg a i cze$¢ urojong b. Liczba zespolona, ktorej czes¢ urojona jest rowna zero, jest po
prostu liczba rzeczywista. Zbior liczb zespolonych oznacza sie zwykle duza litera C, podobnie
jak zbior liczb rzeczywistych oznacza sie duzg literg R. Liczby zespolone mozna przedstawic
graficznie na plaszezyznie zespolonej jako punkty. O$ odcietych (pozioma) informuje o warto-
Sciach czesci rzeczywistej liczb zespolonych, natomiast 0§ rzednych (pionowa) — o wartosciach
czesci urojonej (rysunek la).
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Rysunek 1: Reprezentacje liczby zespolonej na ptaszczyznie zespolone;j.

Zatem os$ odcietych mozna traktowac¢ jako os liczb rzeczywistych, ktére stanowia podzbior
liczb zespolonych. Dla liczb zespolonych zdefiniowane sa operacje algebraiczne, takie jak:

e dodawanie: (a + jb) + (¢ + jd) = (a + ¢) + j(b+ d),

e odejmowanie: (a + jb) — (¢ + jd) = (a — ¢) + j(b — d),

e mnozenie (a + jb)(c + jd) = (ac — bd) + j(bc + ad),
a-ijb _ (a+j§)(62—jd) _ a§+b§ _l_jbg—ag'
c+jd c?4d c?4d c?+d

Ptaszczyzne liczb zespolonych mozna przedstawié¢ rowniez w uktadzie biegunowym (rysu-
nek 1b). W uktadzie tym potozenie punktu definiuje sie za pomoca dlugosci wektora i kata jaki
tworzy on z dodatnia pétosia odcietych (pozioma).

Potozenie punktu w uktadzie biegunowym mozna tatwo wyznaczy¢, przechodzac z algebra-
icznej postaci liczby zespolonej do postaci trygonometrycznej a + jb = r(cos ¢ + jsing) lub
wykladniczej a+ jb = re’?. Aby takiego przejscia dokonaé, nalezy obliczy¢ r i ¢ , korzystajac z
zaleznodci r = va? + b? | ¢ = arctan é) . Aby przejé¢ z postaci wykladniczej na algebraiczng
wykorzystuje sie posta¢ trygonometryczna oraz oblicza wartosci a = rcosp i b = rcosy , co
daje nam wartosci odpowiednio czesci urojonej i rzeczywiste;j.

Reprezentacja liczb zespolonych w uktadzie biegunowym wiaze sie z pewnymi niedogodno-
Sciami. Pierwsza z nich wynika z okresowosci funkcji trygonometrycznych sin(yp) = sin(27n+ @)
i cos(p) = cos(2mn + ¢) dla n € Z. Dlatego re’? = re?™ % dla n € Z (zbiér liczb calkowitych).

Druga niedogodnoscia jest koniecznos¢ rozpatrzenia przypadku, w ktorym czesé rzeczywista
liczby zespolonej jest réwna 0. Nalezy tez pamietaé, ze funkcja arcus tangens (arctan) przyjmuje

e dzielenie:

wartosci z przedziatu <—g, g) , podczas gdy kat ¢ powinien przyjmowaé wartosci od (—m, 7).
Aby zatem obliczy¢ poprawny kat fazowy ¢ nalezy odpowiednio skorygowaé wynik funkcji
arctan dla przypadkow, kiedy czesé rzeczywista liczby zespolonej jest ujemna. Wowczas — w
zaleznosci od tego, czy cze$¢ urojona jest dodatnia czy ujemna — nalezy do wyniku funkcji
arctan dodaé¢ lub od tego wyniku odja¢ liczbe .



2 Dyskretna Transformacja Fouriera (ang. Discrete Fo-
urier Transform —DFT)

2.1 Funkcje bazowe DFT

W dziedzinie przetwarzania sygnaléw operacja rozktadu na zbiér funkcji bazowych (skla-
dowych) polega na obliczeniu wspétezynnikéow skalujacych amplitude tych funkeji. Obliczony
zbior wspotezynnikéw nazywa sie widmem sygnatu. Zbiér funkeji bazowych zwykle powstaje
przez parametryzacje pewnej funkcji. W przypadku DFT jest to funkcja zespolona w postaci:

eﬂ%kn_cos 2wkn + isin 2mkn (1)
- N J N

w ktorej N jest liczba probek jednego okresu rozktadanego dyskretnego sygnatu okresowego, a
k jest parametrem, bedacym liczbg catkowita, generujacym zbior funkcji dla operacji rozktadu.
Przyktadowe wykresy ilustrujace przebiegi rzeczywistej i urojonej czesci funkcji bazowych DFT
przedstawiono na rysunku 2.

Rysunek 2: Wartosci wybranych funkcji bazowe DFT (punkty) dla N = 20. Linia przedstawiono
przebieg wyrazony funkcja (1).

W DEFT liczba réznych funkcji bazowych jest skonczona. Wartosci £ moga przyjmowac
na dobra sprawe dowolne wartosci catkowite ale w pewnym momencie uzyskiwane dzieki nim
funkcje bazowe zaczng sie powtarza¢. Na ilustracji wida¢ to na rysunkach 2b i 2f. Jedli zatem
DFT byta policzona dla réznych k ale dajacych takie same funkcje bazowe, to i obliczona
sktadowa widma bedzie taka sama.

Jesli DFT obliczono dla sygnatu o N probkach, to funkcje bazowe stuzace obliczeniu DFT
powtarzaja sie co N wartosci. Oznacza to, ze mozna policzy¢ N réznych sktadowych widma.
Zazwyczaj przyjmuje sie, ze oblicza sie je dla k = 0..N — 1 (tak wyniki dyskretnej transformaty
Fouriera prezentuje pakiet Octave). Odnoszac sie do przykladu z rysunku 2, gdzie N = 20,
pelne widmo dyskretne mozna wyrazi¢ podajac jego sktadowe od k =0 do k£ = 19.



Nie jest to jednak jedyny sposob. Dla tego samego przyktadu pelnie informacji o jego widmie
DFT mozna przekaza¢ obliczajac sktadowe od k = —1 do k = 18. Zamiast sktadowej k = 19
wystapi w nim sktadowa k = —1, ktére majg takie same wartosci. Taka prezentacja widma,
cho¢ prawidtowa, nie jest jednak szczegodlnie przydatna.

Przydatna moze by¢ reprezentacja takiego widma dla sktadowych od k = —9 do k = 10. W
takim bowiem wypadku sktadowa k = 0 wypada (niemal) w srodku zakresu k, co upodabnia
obliczone widmo dyskretne do tego, jak prezentuje sie widma ciggte. Te bowiem pokazuje sie
nieraz jako rozciagajace si¢ na zaréwno ujemne jak dodatnie czestotliwosci.

Ogodlnie rzecz biorac, dla N probek, takie dwustronne widmo dyskretne mozna pokazac
obliczajac je dla sktadowych od k = [1 — & ] do k = [£] (symbol | | oznacza zaokraglenie
wartoéci w dét - N moze by¢ bowiem réwniez nieparzyste a k musi by¢ catkowite).

Skonczona liczba wartoséci k oznacza, ze zbiér funkcji jest dyskretny i skonczony (stanowi
go N funkcji bazowych). Indeks k jest zwiazany z okresem (lub odwrotnoscia okresu czyli
czestotliwoscia) dyskretnych funkeji sinus i cosinus. Indeks ten moéwi ile okreséw funkeji sinus
lub kosinus znajduje sie w ciagu N probek. Dlatego czestotliwosé dyskretnych funkeji sinus i
cosinus wynosi % i jest bezwymiarowa.

Jezeli cigg probek jest wynikiem operacji probkowania rownomiernego w czasie z okresem
probkowania réwnym T (czestotliwo$é probkowania f; = ti), to ciagte rekonstrukcje funkeji
bazowych DFT miatyby rownanie

ejﬁv;kt ~ cos 2wkt 4 isin 2wkt (2)
— O\t ) T\ v
, W ktérym wyrazenie
k k fs
NT, N )

ma sens czestotliwosci k-tej funkcji bazowej. Zwigzek parametru k dla funkcji dyskretnych z
czestotliwoscig ich cigglych odpowiednikéw pozwala na wykorzystanie DF'T do analizy sygnatow
ciggtych.

2.2 DFT sygnalu zespolonego

Najwazniejsza zaletag DF'T jest to, ze mozna ja obliczy¢ numerycznie. Fakt ten stal sie
szczegolnie istotny w momencie pojawienia sie uktadow mikroprocesorowych. Najprostszym
algorytmem umozliwiajacym obliczenie wspétezynnikow (parametréw skalujacych amplitude,
nazywanych réwniez sktadowymi widma - nie myli¢ z parametrem k i czestotliwoscia) poszcze-
golnych funkcji bazowych dla sygnaléw zespolonych jest bezposrednia implementacja rownania:

1 3= jaskn
=N 223 (4)

W rownaniu tym wykorzystuje sie z ortogonalnosé funkcji bazowych. Wéwcezas wspotezyn-
niki mozna obliczy¢ za pomoca prostego iloczynu skalarnego.

Nalezy pamietaé, ze wspotezynniki X [k] sa liczbami zespolonymi, dla ktérych mozna wy-
znaczy¢ modul i argument. Znajac wspétezynniki X[k] DFT, mozemy z powrotem zsyntezowaé
(wyznaczy¢, obliczy¢) sygnal x[n] korzystajac z réwnania syntezy:

Z X[k]e? " (5)



2.3 Jednostronne DFT sygnalu rzeczywistego

W przypadku sygnaltow rzeczywistych mozemy obliczy¢ ich DFT korzystajac z ogélnej defi-
nicji ale istnieje tez sposob bardziej efektywny. Przyjmijmy dla uproszczenia, ze liczba probek
N jest parzysta. Spojrzmy na funkcje bazowe z rysunku 2b i 2e. Sg to funkcje bazowe dla k = 1
ik =19 przy N = 20. Zwr6¢ uwage, ze czesé rzeczywista funkeji bazowej jest taka sama w
obu przypadkach a czes¢ urojona ma przeciwny znak. Jesli wartoéci probek sygnatu sg liczbami
rzeczywistymi oznacza to, ze sktadowe widma obliczone dla £ = 1 i k£ = 19 maja takie same
wartodci rzeczywiste i przeciwne znaki czesci urojonej. Ogodlnie taka zaleznosé¢ wystepuje dla
par sktadowych widma ki N—kod k=1do k = % —1.Dlak=0ik= % juz takiej zaleznosci
nie ma - nie ma ,pary” zaleznych od siebie sktadowych.

Dzigki temu pelni¢ informacji o widmie sygnatu rzeczywistego mozna podaé¢ obliczajac
mniejsza liczbe sktadowych i ograniczy¢ sie¢ wytacznie do przedziatu od £ = 0 do k = %,
czyli prowadzi sie je zatem dla niemal dwukrotnie mniejszej liczby iteracji, niz liczba prébek
N. Widmo takie nie zawiera informacji o sktadowych o ujemnych wartosciack k, nazywane jest
zatem widmem jednostronnym.

Nie wszystkie sktadowe z tego przedziatu majg wzmiankowana wyzej ,pare”. Nie maja jej
sktadowe k = 0 oraz k = % 7 tego powodu inaczej nalezy oblicza¢ skrajne a inaczej pozostate
sktadowe widma sygnatlu rzeczywistego. Dla probek z przedzialu od £ =1 do % — 1 ich czesci
rzeczywsite 1 urojone Re[k| i I'm[k] mozna wyznaczy¢ z réwnan podobnych do ogdlnej definicji
DFT ale podwojonych pod wzgledem wartosci:

Relk] = JQV:: 2[n] cos (27;5”> | ;
mlk] = —; ]:__: 2[n] sin (ﬁ’;")

Ich amplituda jest dwa razy wicksza, poniewaz kazda z nich reprezentuje dwie sktadowe obli-
czane dla sygnatéw zespolonych.

Zaleznosé ta nie dotyczy sktadowych skrajnych i dla k = 01i k = N/2, ktore nie maja pary,
przez co ich amplituda nie jest podwajana:

1 N 2mkn
Re[k] = N 2 x[n| cos ( N ) , .
1 2k N
Imik] =~ 3 oln]sin (V) Jdla k= {0, 2}

Wspbétezynniki Relk] i Imlk] obliczone w sposéb uproszezony dla sygnatéw rzeczywistych
pozwalaja syntetyzowaé sygnal x[n] i operacje te mozna opisaé nastepujacym réwnaniem:

o[n] = jz/zRe[k] cos (ﬁé”) _ Im([H]sin (27;5”> (8)

Mozemy zauwazy¢, ze do zsyntetyzowania sygnatlu x[n], wykorzystujemy teraz mniejsza
liczbe par (Re [k] i Im [k]) wspotezynnikéw (N/24-1) niz w przypadku sygnaléw zespolonych.

3 Pytania i zadania na kartkéwke

Im(z)
Re(z)

1. Co trzeba zrobi¢ z wynikiem funkcji ¢ = arctan( ) aby obliczy¢ argument liczby

zespolonej x = —2 + 57



Im(z)

Re(x)

2. Co trzeba zrobi¢ z wynikiem funkcji ¢ = arctan( ) aby obliczy¢ argument liczby

zespolonej x = —2 — 57

3. Podaj przyktad liczb zespolonej ktorej modut mozna obliczy¢ w pamieci.

4. Jaka czestotliwo$¢ bedzie miata 5. (liczac od zera) sktadowa DFT sygnatu o liczbie probek
rowniej 100 i okresie probkowania réwnym 0,1 s?

5. Oblicz prazek k£ = 1 DFT sygnatu rzeczywistego x[n] = [1 3 0 2 3 1]. - do konsultacji.

6. Oblicz prazek & = 2 DFT sygnatu x[n] = [1 3 j 0 1 2].

7. Czy obliczajac DFT dla sygnaléw rzeczywistych mozemy uzywaé réwnania (4)?

8. Jak bedzie si¢ réznita amplituda wspétezynnikéw DFT obliczanych réwnaniem (4) i (6)

dla sygnatow rzeczywistych?
9. Jak bedzie si¢ r6znita amplituda wspétczynnikéw DEFT o indeksie 0 i N/2 obliczanych
réwnaniem (4) i (6) dla sygnaléw rzeczywistych o liczbie probek sygnatu N.
10. Podaj przyktad réwnan sygnatu rzeczywistego i jego widma DFT.
11. Podaj przyktad réwnan sygnatu zespolonego i jego widma DFT.
Uwaga. Wartosci liczbowe podane w pytaniach sa przyktadowe. Na kartkowce podobne zadania
bedg zawieraly inne dane.

4 Funkcje stworzone w trakcie realizacji poprzednich ¢wi-
czen

gen_delta(time) - generacja delty Kroeneckera

gen_gauss(time, u, s) - generacja impulsu Gaussa
gen_sin(time, fsin, A, fi) - generacja sygnalu harmonicznego
gen_time(N, fs) - generacja czasOw probek

gen_triangle(time, A, tr, tf) - generacja impulsu trojkatnego
sig_conv(x,y) - obliczenie splotu sygnaléw

sig_delay_N(x, Nd) - opOznienie sygnatu

5 Zadania

W trakcie zaje¢ sprawdzana bedzie znajomo$¢ implementacji, prawidtowo$¢ dziatania i umie-
jetnos¢ korzystania z funkcji opisanych w ponizszych zadaniach. Powinny one zosta¢ przygoto-
wane przed przyjsciem na zajecia.

Cze$¢ zadan nich polega na usunieciu btedéw w podanych definicjach funkcji. Kazda z
definicji wykonuje operacje, ktore zostaly teoretycznie omoéwione w poprzednich rozdziatach
niniejszej instrukeji. Za kazde zadanie mozna otrzymac¢ podana przy nim liczbe punktéw pod
warunkiem, ze zostanie ono w calosci poprawnie zrealizowane.

Wszystkie funkcje, ktérych argumentem badz wynikiem jest widmo sygnatu w postaci tabli-
cy, powinny w pierwszym jej elemencie (czyli elemencie o indeksie 1) zawieraé pierwszy element
widma (czyli obliczony dla poczatkowej wartosci k).

Wiszystkie funkcje powinny by¢ napisane czytelnie, z zachowaniem zasad formatowania ko-
dow zrodlowych jezykéw wysokiego poziomu.

5.1 Funkcje pomocnicze

Nalezy usunaé¢ btedy w funkcji do obliczania czestotliwosci (patrz p. 2.3) poszczegblnych
sktadowych widma Fouriera sygnatu rzeczywistego gen_rfreq. Funkcja ta przyjmuje jako pa-
rametry liczbe probek sygnatu N, ktorego widmo ma by¢ prezentowane, oraz czestotliwos¢ prob-
kowania fs.



Oprocz tego nalezy napisa¢ cialo podobnej funkcji gen_cfreq, ktéra ma generowaé czesto-
tliwosci poszczegdlnych sktadowych widma Fouriera sygnalu w jego ogdélnej, zespolonej formie,
przy czym widmo ma by¢é wysrodkowane wokot sktadowej stalej (patrz p. 2.1).

Dziatanie funkcji powinno by¢ zaprezentowane w taki sposob, aby jednoznacznie udowodnic,
ze funkcje dzialajg poprawnie. Za prawidtowe wykonanie zadania otrzymasz 1 pkt.

function freq = gen_rfreq(N, fs)
freq = zeros(1, N/2);
for k = 0:N/2
freq(k) = kxfs/N;
endfor
endfunction

function freq = gen_cfreq(N, fs)
endfunction

5.2 Jednostronne DFT sygnalu rzeczywistego

Zadanie drugie polega na usunieciu btedéw z funkeji obliczajacej jednostronne DFT sygnatu
rzeczywistego sig_rdft.

Funkcja jako parametr przyjmuje tablice liczb rzeczywistych, a w wyniku zwraca tablice
liczb zespolonych, bedacych zespolonym widmem czestotliwosciowym.

Dziatanie funkcji nalezy przetestowaé¢ dla sygnatu, dla ktoérego znamy prawidtowy wynik
DFT. Sygnal ten nalezy wygenerowa¢ uzywajac funkcji, ktére powstaly przy realizacji po-
przedniego ¢wiczenia. Wykorzystaj takie funkcje, dla ktorej postaé ich widm jest Tobie znana.
Prezentujac dziatanie funkcji nalezy wyjasni¢, dlaczego uwazasz, ze funkcja dziata prawidtowo.
Za prawidtowe wykonanie zadania otrzymasz 2 pkt.

function y=sig_rdft(x)
N=length(x) ;
y=zeros(1,N/2+1);
for k=0:N/2
Tr=0;
Ti=0;
for n=0:N-1
Tr+=2*x(n) *cos (2*pixk*n/N) /N;
Ti+=-2*x(n)*sin(2*pi*k*n/N)/N;
endfor
y(k+1) = Tr + 1i * Ti;
endfor
endfunction

5.3 IDFT sygnalu rzeczywistego

Zadanie trzecie polega na napisaniu ciata funkcji sig_irdft obliczajacej odwrotng DFT
sygnatu rzeczywistego.

Funkcja jako parametr przyjmuje tablice liczb zespolonych - jednostronne widmo zespolone
sygnatu rzeczywistego. W wyniku natomiast zwraca tablice liczb rzeczywistych odpowiadaja-
cych kolejnym probkom sygnatu.



Dziatanie funkcji nalezy przetestowaé dla widma sygnatu z poprzedniego punktu. Powinno
uzyskaé sie zsyntezowany z powrotem pierwotny sygnat. Prezentujac dziatanie funkcji nalezy
wyjaéni¢, dlaczego uwaza sie, ze funkcja dziata prawidtowo. Za prawidtowe wykonanie zadania
otrzymasz 2 pkt.

function x=sig_irdft(y)

endfunction
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